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Bei der Fertigung von Siliziumwafern durch Zerteilen eines Siliziumblockes kommt das
Drahttrennläppverfahren zur Anwendung. Es wird eine Erregereinheit entwickelt, die
den Siliziumblock während des Schneidprozesses zu Schwingungen anregt. Die Verwen-
dung von Piezoaktoren ermöglicht mehrachsige Schwingungen mit variabler Frequenz
und Amplitude. Wesentliche Bestandteile der Arbeit sind experimentelle Untersuchun-
gen an den Aktoren und der gesamten Erregereinheit sowie die Modellierung des Ge-
samtsystems mit Hilfe linearer Einzelmodelle. Es zeigt sich, dass die Aktoren bei dyna-
mischen Anwendungen linear beschrieben werden können, während das Gesamtmodell
besonders in den Resonanzbereichen aufgrund montagebedingter Einflüsse Schwächen
aufweist. Abschließend wird der Einfluss der Schwingungsanregung beim Drahtsägen
untersucht. Aus den Versuchen geht hervor, dass im getesteten Frequenz- und Ampli-
tudenbereich sowohl hohe Erregerfrequenzen als auch –amplituden geringere Schnitt-
kräfte zur Folge haben.
Abstract
Silicon wafers are manufactured by cutting a silicon block using the multi-wire sawing
technique. In this context an excitation device is specially designed which causes the
silicon block to oscillate. Actuated by piezoelectric elements multi-axle vibrations with
different frequencies and amplitudes are feasible. An essential part of the thesis are
experimental investigations regarding the piezoelectric actuators and the excitation
device. The thesis also deals with the modeling of the complete system using linear
models for the various components of the assembled device. In the case of dynamic
applications linear models are sufficient to describe the behavior of the actuators. How-
ever, in resonance areas the simulation results of the entire system are not consistent
with experimental data due to mounting techniques which are still not sufficiently
sophisticated. Eventually the developed prototype will be used to analyse the influence
of forced vibrations on the sawing process. The excitation of the silicon block causes
lower cutting forces compared with the procedure conventionally used.
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1. Einleitung
1.1. Einordnung der Arbeit
Bis zum Jahr 2030 wird für den weltweiten Energiebedarf ein Anstieg von über 45%
vorausgesagt. Zur Deckung des wachsenden Bedarfs ist das Ausnutzen regenerativer
Energiequellen erforderlich, da dies allein durch konventionelle Energieerzeugung nicht
ohne Folgeschäden auf das Klima möglich ist [7]. Der Bundesverband Solarwirtschaft
schreibt der Solarenergie einen wichtigen Beitrag zur Verdrängung fossiler und ato-
marer Energieerzeuger zu. Neben der unerschöpflichen Verfügbarkeit, die charakteri-
sierend für jegliche Arten Erneuerbarer Energien ist, werden in der Photovoltaik und
in der Windenergie ausreichende Kostensenkungsmöglichkeiten gesehen. Die vorliegen-
de Arbeit bewegt sich thematisch im Bereich der Fertigung von Solarmodulen, die
zur Umwandlung von Sonnenlicht in elektrische Energie dienen. Die Herstellung eines
Solarmoduls gliedert sich im Wesentlichen in die folgenden Prozessschritte [68]:
• Gewinnung von Rohsilizium
• Herstellung einzelner Siliziumblöcke (Ingots)
• Zertrennen der Blöcke zu Wafern
• Reinigung und Dotierung der Wafer und Aufbringen der Kontakte
• Verschaltung einzelner Solarzellen zu Solarmodulen.
Bei der Herstellung von Photovoltaikanlagen werden mono- oder multikristalline Sili-
ziumwafer verwendet. Prinzipiell eignen sich beide Strukturen für die Fertigung von
Solarzellen. Der Wirkungsgrad multikristalliner Zellen liegt etwa 2−3% niedriger als
bei der Verwendung monokristallinen Materials. Demgegenüber steht die deutlich einfa-
chere und damit kostengünstigere Fertigung des multikristallinen Siliziums [58]. Mono-
kristallines Material wird in einem aufwändigen Ziehverfahren (Czochralski-Verfahren)
hergestellt. Für multikristalline Blöcke kann Rohsilizium in einem Gießverfahren zu
großen Gussblöcken verarbeitet werden, um sie im darauffolgenden Arbeitsschritt in
einzelne Siliziumblöcke mit definierten Abmessungen zu zerteilen. Das Zertrennen der
als Ingot bezeichneten Blöcke zu dünnen Siliziumwafern erfolgt auf sogenannten Draht-
sägen. Nach der Reinigung der Wafer wird durch Dotierung ein pn-Übergang geschaffen,
der den photovoltaischen Effekt ermöglicht. Die einzelnen Solarzellen können dann zu
Solarmodulen verschaltet und so weiterverarbeitet werden, dass einsatzfähige Gesamt-
systeme entstehen.
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Mit der vorliegenden Arbeit soll ein Beitrag zur Verbesserung des Drahtsägeprozesses
geleistet werden. Die aufwändige Waferproduktion stellt einen großen Teil der Ferti-
gungskosten von Solaranlagen dar und birgt somit Potential für Kosteneinsparungen
[53]. Eine weitere bedeutende Branche, in der das Sägen von Siliziumwafern einen
wesentlichen Schritt zum Endprodukt darstellt, ist die Halbleiterindustrie, wobei sich
hier ausschließlich monokristallines Silizium als Ausgangsmaterial eignet [57]. Die Wa-
fer dienen als Grundmaterial für elektronische Schaltungen oder einzelne Bauelemente,
die vielfach auf einem Wafer aufgebracht und schließlich vereinzelt werden. Gegen-
über ursprünglichen Trennverfahren, wie dem Innenlochsägen, das anfangs auch in der
Photovoltaikindustrie angewandt wurde [53], hat sich das Drahtsägen auch bei der
Herstellung von Halbleiterelektronik etabliert [42].
1.2. Beschreibung des Drahtsägeprozesses
Das Drahtsägen ist ein Verfahren, das beim Zertrennen sprödharter Materialien zum
Einsatz kommt [45]. Abbildung 1.1 stellt den Prozess schematisch dar. Ein Draht um-
schlingt berillte Antriebswalzen, so dass ein Drahtfeld aus parallel verlaufenden Drähten
entsteht. Die gleichsinnige Rotation und die gegenläufig wirkenden Antriebsmomente
der Walzen verleihen dem Draht eine Geschwindigkeit bei definierter Vorspannkraft.
Das Ingot wird üblicherweise von oben durch das Drahtfeld bewegt und ein Abtrags-







Abb. 1.1.: Funktionsweise einer Mehrdrahtsäge – Slurrymaschine mit 4 Antriebswalzen
Der Materialabtrag wird durch eine Läppemulsion, bestehend aus Schneidpartikeln und
einem Trägermedium, hervorgerufen. Beim Sägen von Siliziumwafern setzt sich die als
Slurry bezeichnete Suspension für gewöhnlich aus hochfestem Siliziumcarbid (SiC) und
Glykol zusammen. Im Grunde handelt es sich um einen Läppvorgang mit ungebunde-
nem Korn, der den spanenden Bearbeitungsverfahren mit geometrisch unbestimmter
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Schneide nach DIN 8589 zuzuordnen ist [38]. Der Draht als Werkzeug ist demnach un-
belegt. Die hochfesten Schneidpartikel werden durch die Geschwindigkeit des Drahtes
in den Sägespalt gezogen, wo sie das abzutragende Material herausbrechen.
In der Waferproduktion gewinnt zunehmend das Diamantdrahtsägen an Bedeutung.
Das Verfahren wird in vielen Veröffentlichungen untersucht und weiterentwickelt, vgl.
z.B. [10, 11, 24, 76]. Prinzipiell ist es dem Trennprozess mittels Slurry sehr ähnlich.
Der Sägedraht ist hierbei mit Diamantpartikeln belegt, d.h., es handelt sich um einen
Prozess mit gebundenem Korn. Daraus ergibt sich die Möglichkeit, die aus dem Ingot
herausgebrochenen Siliziumspäne aufzubereiten und wiederzuverwerten, da eine Verun-
reinigung durch Slurry nicht auftritt [58]. Lediglich zur Kühlung und zum Abtransport
des Schnittverlustes kommt Wasser oder auch Glykol zur Anwendung. Ein wesent-
licher Unterschied zum Sägen mittels Slurry besteht in der Oberflächenbeschaffenheit
der gesägten Wafer. Während die Oberflächenfehler bei einem mit Slurry geschnittenen
Wafer gleichmäßig verteilt sind, treten beim Diamantdrahtsägen parallel verlaufende
Riefen mit angrenzenden Schadensbereichen auf [55]. Die Oberflächengüte und höhere
Prozesskosten [9] sind Gründe für die Verwendung und Weiterentwicklung des slurry-
basierten Verfahrens.
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Beim Drahtsägen erfolgt der Werkstoffabtrag auf die gleiche Weise wie bei klassischen
Läppverfahren zur Nachbearbeitung von Werkstückoberflächen. Die Schneidpartikel
befinden sich zwischen Werkzeug (Draht) und Werkstück (Ingot), während relativ zu-
einander eine Bewegung der Körper stattfindet. Dem Verfahren liegen zwei parallel
ablaufende Mechanismen zugrunde. Zum einen verursacht der Läppdruck ein Verha-
ken der Schneidpartikel in den Oberflächen, so dass es zum Zerspanen des Werkstückes
kommt. Zum anderen werden Partikel im Schnittspalt umherbewegt und der Kontakt
mit dem Werkstück führt zum Materialabtrag [18].
Nun ist es vorstellbar, dass sich das Verfahren durch zusätzliche Schwingbewegungen,
entweder des Drahtes oder des Siliziumblockes, optimieren lässt. Die Methode wird
durch das Ultraschallschwingläppen motiviert, bei dem Stoßvorgänge den Läppkörnern
zusätzliche kinetische Energie verleihen. Die auf der Werkstückoberfläche eingeleiteten
Impulse induzieren Risse und rufen letztendlich einen Abtrag hervor [39]. Beim Sägen
von Aluminiumoxid-Keramik konnte durch den Einsatz von Ultraschallschwingungen
eine erhöhte Abtragsrate im Vergleich zum herkömmlichen Prozess gezeigt werden [29].
Die gleiche Tendenz ist auch beim Diamantdrahtsägen von Zirkonoxid-Keramik beob-
achtbar [86]. Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit Schwingungsanregungen, die
im Gegensatz zum Ultraschall wesentlich niedrigere Frequenzen aufweisen, da die posi-
tiv wirkenden Mechanismen auch bei solchen Frequenzen denkbar sind. Unter Berück-
sichtigung der Realisierbarkeit sind Frequenzen im Bereich bis 1000Hz vorgesehen.
Während des Drahtsägepozesses ist eine Anregung des Drahtes aufgrund der Draht-
geschwindigkeit nur kontaktlos sinnvoll. Versuche, einen Einzeldraht auf elektromagne-
tischer Basis anzuregen, zeigen jedoch, dass die hervorgerufenen Amplituden wegen des
4 1. Einleitung
geringen Drahtdurchmessers von 100 bis 180µm klein ausfallen [47]. Vor allem aber
wegen der aufwändigen Verwirklichung der Anregung eines kompletten Drahtfeldes
wird die Schwingungsanregung des Ingot bevorzugt und umgesetzt.
1.4. Einzelaufgaben und Aufbau der Arbeit
Es ist die Entwicklung einer Schwingungserregereinheit erforderlich, die Schwingun-
gen erzeugt und auf das Ingot überträgt. Als Stellglieder kommen piezoelektrische
Aktoren zur Anwendung. Dadurch sind prinzipiell Anregungen mit unterschiedlichen
Signalformen möglich sowie die Frequenz und die Amplitude variabel einstellbar. Zu-
nächst ist ein Konzept für die Erregereinheit zu erarbeiten und konstruktiv umzusetzen
(Kapitel 2). Erhöhter Aufwand entsteht bei der Integration der empfindlichen Piezo-
aktoren. Das wichtigste Bauteil ist dahingehend der sogenannte Schwingdeckel, der
über ein Materiallager elastisch mit der Gehäusekonstruktion der Erregereinheit ver-
bunden ist. Zudem richtet sich die Konstruktion nach den Anforderungen, die in Hin-
blick auf die realisierbaren Schwingformen des Ingot gestellt werden. Die Erregereinheit
soll mehrachsige Schwingungen erzeugen können. So wird eine vielfältige Untersuchung
der Schwingungsanregung beim Drahtsägen grundsätzlich ermöglicht.
Ein wesentlicher Bestandteil der Arbeit ist die Untersuchung des dynamischen Ver-
haltens der Erregereinheit. In diesem Zusammenhang werden in Kapitel 3 die piezo-
elektrischen Aktoren näher betrachtet. Allgemein ist bekannt, dass sich Piezoelektrika
nicht linear verhalten. Deshalb wird das Übertragungsverhalten der Aktoren experi-
mentell identifiziert. Anhand der Ergebnisse kann das Ausmaß der Nichtlinearitäten
abgeschätzt werden. Zudem erfolgt im 3. Kapitel die Erarbeitung eines linearen Mo-
dells der Aktoren, dessen Verwendung nur sinnvoll ist, wenn das dynamische Verhalten
der Aktoren maßgeblich von linearen Effekten geprägt ist.
Ziel ist es, ein Gesamtmodell der Erregereinheit aufzustellen, um das System analysie-
ren, Messungen vorbereiten und das dynamische Verhalten interpretieren zu können.
Das Gesamtmodell wird in Kapitel 5 aus Einzelmodellen zusammengesetzt. Im We-
sentlichen sind dazu die Modelle der Piezoaktoren mit einem geeigneten Modell des
Schwingdeckels zu koppeln. Das Schwingdeckelmodell geht aus einer experimentellen
Modalanalyse hervor. Die Modalanalyse sowie die Herleitung des Modells sind Gegen-
stand des 4. Kapitels. Im 6. Kapitel wird das Übertragungsverhalten der Erregereinheit
messtechnisch bestimmt und es werden Parameter für das Gesamtmodell berechnet.
Um einen experimentellen Nachweis des Einflusses der Schwingungsanregung auf den
Drahtsägeprozess zu erbringen, erfolgt die Inbetriebnahme der Erregereinheit an einer
Versuchsdrahtsäge, die am Institut für Mechanik und Fluiddynamik der TU Bergaka-
demie Freiberg entwickelt wurde. Die maschinenspezifischen Eigenschaften der Draht-
säge erfordern weitere Versuche, um gezielt Schwingformen für das Ingot vorgeben zu
können. Die Vorbereitung und die Durchführung der Sägeversuche sind Inhalt des 7.
Kapitels und bilden den Abschluss der Arbeit.
5
2. Aufbau und Funktionsweise der
Schwingungserregereinheit
Im Rahmen dieses Kapitels wird der Aufbau der Erregereinheit vorgestellt und es
werden die wichtigsten Konstruktionsmaßnahmen, die bei der Verwendung piezoelek-
trischer Aktoren unerlässlich sind, näher erläutert. Während dieser Entwicklungsphase
ist die prinzipielle Funktionsweise sowie die Einbindung an der Drahtsäge zu beachten.
Um mehrachsige Bewegungen zu ermöglichen, werden drei Piezoaktoren verwendet.















Abb. 2.1.: Darstellungen der Schwingungserregereinheit – a) Schwingdeckel, bestehend aus äußerer und in-
nerer Schwingplatte sowie einem Stahlblech als Materiallager – b) Zusammenbau der Erregereinheit mit Ge-
samtabmessungen – c) Explosionsdarstellung der wesentlichen Bauteile bzw. Baugruppen
Einen wesentlichen Einfluss auf die konstruktive Gestaltung der Erregereinheit hat die
Anfälligkeit der piezoelektrischen Aktoren für Schäden durch unzulässige mechanische
Beanspruchungen. Grundlegende Hinweise zur Montage sind im Herstellerkatalog [63]
zu finden. Bei den hier verwendeten Aktoren ist die empfindliche Keramik von einem
schützenden Edelstahlgehäuse umgeben. Außerdem ist durch geeignete Maßnahmen
sicherzustellen, dass die Keramik keinen Biege- und Torsionsmomenten sowie Quer-
kräften ausgesetzt wird. Deshalb dürfen an den Aktoren lediglich in axialer Richtung,
d.h. in Aktionsrichtung der Stellglieder, nennenswerte Belastungen auftreten (vgl. Ab-
bildung 2.2). Unzulässige Kräfte und Momente können durch den Sägeprozess selbst
oder durch äußere Störungen eingeleitet werden.








Abb. 2.2.: Darstellung eines piezoelektrischen Aktors mit mechanischen
Belastungen am Kopf – unzulässig: Fx, Fy, Mx, My, Mz; zulässig: Fz
Eine geeignete Maßnahme zur Vermeidung von Querkräften und Torsionsmomenten
ist die Verwendung eines Materiallagers. Aus diesem Grund besteht die Schwingungs-
erregereinheit im Wesentlichen aus zwei Baugruppen, einem Gehäuse und dem soge-
nannten Schwingdeckel (vgl. Abbildung 2.1a bzw. 2.1c). Die Befestigung der Unterseite
der Aktoren erfolgt am Gehäuse, das fest am Gestell der Drahtsäge montiert wird. Der
axial bewegliche Kopf der Aktoren überträgt Bewegungen auf den Schwingdeckel. Ein
wichtiger Bestandteil des Deckels ist ein dünnes Stahlblech, das eine geringe Dicke
von 0,4mm aufweist und zwischen zwei Schwingplatten verklemmt ist. Der Rand des
Stahlbleches wird mit Hilfe eines Klemmrahmens am Gehäuse fixiert. Zwischen den
Schwingplatten und dem Gehäuse ist ein Abstand von 20mm vorgesehen. In diesem
Bereich befindet sich lediglich das Stahlblech. In der Blechebene weist es eine hohe
Steifigkeit auf, wohingegen es in Bewegungsrichtung sehr nachgiebig ist. Durch dieses
Materiallager können also weitestgehend Torsionsmomente und Querkräfte von den
Aktoren abgewendet werden. Gewindebohrungen in der äußeren Schwingplatte dienen
dazu, einen Siliziumblock mit der Erregereinheit zu verschrauben.
Zusätzliche Schwierigkeiten bringen Betriebsarten mit sich, bei denen die Piezoaktoren
periodische Bewegungen mit phasenverschobenen Signalverläufen ausführen. Schräg-
stellungen der Schwingplatten bzw. die Kraftwirkung eines Aktors können zu uner-
wünschten Biegemomenten in den anderen Keramiken führen. In Abbildung 2.1c sind
flexible Kopfstücke zur Montage an den Aktorköpfen zu erkennen. Mit einer geringen
Biegesteifigkeit bei hoher axialer Steifigkeit ermöglichen sie die geforderten Auslenkun-
gen der Schwingplatten und begrenzen die Belastungen durch Biegemomente auf ein
unbedenkliches Maß.
Neben dem Aufwand zur Vermeidung unerwünschter Belastungen, ist bei der Inte-
gration piezoelektrischer Stellglieder in eine Konstruktion auf erhöhte Genauigkeit zu
achten. Abbildung 2.1b zeigt die montierte Schwingungserregereinheit mit den Gesamt-
abmessungen von etwa 160mm×260mm×260mm. Bei dieser Größenordnung gelten
Allgemeintoleranzen von bis zu 0,5mm [17]. Demgegenüber steht die Auslenkung ei-
nes hier verwendeten Aktors von maximal 60µm. Um das Materiallager oder auch
die Piezoaktoren nicht schon während der Montage unnötig auszulenken, werden die
in Abbildung 2.1c dargestellten Passscheiben benötigt. Die Dicke der Scheiben ent-
spricht dem Abstand zwischen Aktorkopf und innerer Schwingplatte bei unausgelenk-
tem Aktor mit einer Toleranz im Hundertstel-Millimeter-Bereich. Diese Genauigkeit
kann durch die Nachbearbeitung der zunächst auf Übermaß gefertigten Passscheiben
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auf einer Schleifmaschine erreicht werden. Iteratives Nachschleifen und genaues Mes-
sen der Dicke führen auf das gewünschte Maß mit geringer Toleranz. Vorher ist es
notwendig, das geforderte Maß zu ermitteln. Voraussetzung ist, dass der obere Rand
des Gehäuses, d.h. die Auflagefläche des Schwingdeckels, eine möglichst ebene Ober-
fläche besitzt. Deshalb wird diese Fläche bei bereits montiertem Gehäuse überfräst.
Anschließend erfolgt auf einer Koordinatenmessmaschine die Abtastung des Randes
und der Aktorköpfe, um auf diese Weise den Abstand zwischen der Auflagefläche des
Schwingdeckels und den drei Aktoren zu ermitteln. Subtrahiert man von diesen Werten
die Dicke der inneren Schwingplatte, resultieren daraus die Abmessungen der einzel-
nen Passscheiben. Bei der Montage der Schwingungserregereinheit ist darauf zu achten,
dass sich die Aktoren im unausgelenkten Zustand befinden.
Grundsätzlich ist bei jeder Konstruktionsaufgabe die Wahl des Werkstoffes bedeut-
sam. Die Schwingungserregereinheit ist für den Einsatz an einer Versuchsdrahtsäge
vorgesehen und sollte daher eine gute Korrosionsbeständigkeit aufweisen. Eine leichte
Bauweise wird bevorzugt, so dass es durch die Erregereinheit selbst nicht zu hohen
statischen Belastungen an der Drahtsäge kommt. Außerdem sollen die dynamischen
Eigenschaften des Gehäuses die Arbeitsweise der Erregereinheit möglichst nicht beein-
flussen. Es ist daher notwendig, Resonanzfrequenzen in Bereiche höherer Frequenzen
zu verlagern. Als korrosionsbeständige und leicht zu bearbeitende Werkstoffe werden
an dieser Stelle Aluminium und Edelstahl miteinander verglichen. Einfache Rechen-
beispiele machen deutlich, warum mit Aluminium eine günstigere Wahl getroffen wird.
Betrachtet man beispielsweise einen beidseitig gelenkig gelagerten und massebehafteten
Balken, so kann die niedrigste Eigenkreisfrequenz leicht berechnet bzw. nachgeschla-
gen [54] werden. Sie hängt vom Elastizitätsmodul, dem Flächenträgheitsmoment, der
Querschnittsfläche und der Dichte des Werkstoffs ab. Bei gleicher Masse und Länge so-
wie gleichgeartetem Querschnitt ergibt sich bei Verwendung von Aluminium eine erste
Eigenkreisfrequenz, die um den Faktor
√
3 höher liegt als bei einem Stahlträger. Als








Abb. 2.3.: Anordnung der Schwingungserregereinheit an der Drahtsäge während des Drahtsägeprozesses oh-
ne Darstellung des Ingot
Abschließend veranschaulicht Abbildung 2.3 die Funktionsweise der Erregereinheit und
zeigt die Anordnung des Gerätes an der Drahtsäge. Der Betrieb der Erregereinheit er-
folgt mit dem Schwingdeckel nach unten zeigend, da das Ingot von oben durch das
Drahtfeld geführt wird. Der Sägedraht verläuft während des Sägens entsprechend der
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Darstellung in Abbildung 2.3. Von den Aktoren wird ein gleichschenkliges Dreieck ge-
bildet, wobei Abstände und Anordnung an dieser Stelle intuitiv in Hinblick auf die
geforderten Schwingungen gewählt worden sind. Es zeigt sich im Verlauf dieser Arbeit,
dass die relative Signalstärke und Phasenlage der einzelnen Aktoransteuerungen unter-
einander keineswegs auf die Bewegungen des Schwingdeckels bzw. eines montierten In-
got übertragbar sind. Aufgrund des komplizierten und frequenzabhängigen Verhaltens
kann eine optimale Positionierung nicht ohne Weiteres angegeben werden.
Durch die beschriebenen Maßnahmen regen die Aktoren im Wesentlichen den mit Hilfe
des Stahlbleches elastisch gelagerten Schwingdeckel an. Es entsteht näherungsweise eine
Starrkörperbewegung des Deckels mit dem daran befestigten Ingot. Ein solches Verhal-
ten ist erwünscht und wird durch die vorgestellte Konstruktion begünstigt. Maßgebend
für die Entwicklung der Konstruktion ist jedoch der Schutz der Aktoren.
9
3. Untersuchungen an den
piezoelektrischen Aktoren
Die Piezoaktoren haben als aktive Elemente wesentlichen Einfluss auf das dynamische
Verhalten der Erregereinheit. Nach einer knappen Einführung in die wichtigsten Grund-
lagen der Piezoelektrizität wird aus konstitutiven Beziehungen ein Modell der Aktoren
abgeleitet (Abschnitt 3.2). Anschließend erfolgt die Bestimmung des Übertragungs-
verhaltens der verwendeten Stellglieder (Abschnitt 3.4). Die Untersuchungen beschrän-
ken sich auf eine Nichtparametrische Identifikation. Der in diesem Zusammenhang ent-
worfene Messaufbau wird bei allen Messungen im Rahmen dieser Arbeit verwendet.
3.1. Grundlagen der Piezoelektrizität
Auf eine umfassende Erläuterung des piezoelektrischen Effekts wird wegen der aus-
führlichen Behandlung in diversen Veröffentlichungen, wie z. B. [16, 21, 31, 70, 71, 77],
verzichtet. Im Wesentlichen unterscheidet man zwischen dem direkten und dem in-
versen Piezoeffekt. Während beim direkten Effekt eine Umwandlung mechanischer in
elektrische Energie stattfindet, bezeichnet der inverse Effekt den umgekehrten Vor-
gang. In der Piezoaktorik kommen vorwiegend Ferroelektrika wie Bariumtitanat oder
Blei-Zirkonat-Titanat zur Anwendung, deren Eigenschaften durch spezielle Dotierun-
gen verschiedenen Anforderungen angepasst werden können [64].
An einem polykristallinen ferroelektrischen Kristall kommt es unter Einwirkung eines
uniaxialen elektrischen Feldes zur Polarisation und zur Dehnung des Materials. Sowohl
die Abhängigkeit der Polarisation als auch die der Dehnung sind hysteresebehaftet.
Die mathematische Beschreibung des inversen piezoelektrischen Effekts erfordert häu-
fig eine Berücksichtigung dieser nichtlinearen Zusammenhänge. Für quasistatische An-
wendungen bei bipolarer Ansteuerung gibt es diverse Arbeiten, die sich mit der Mo-
dellierung der Hysterese auseinandersetzen [25, 26, 28, 34, 35, 56, 62, 69, 73]. Die
in dieser Arbeit verwendeten Aktoren werden ausschließlich mit positiven Feldstär-
ken angesteuert. Die dabei auftretenden Hysteresen sind im Vergleich zur bipolaren
Ansteuerung gering, jedoch je nach Anwendung zu beachten. Anforderungen wie das
Anfahren absoluter Positionen mit hoher Genauigkeit erfordern den Einsatz positions-
geregelter Piezomechaniken. Insbesondere die Wiederholbarkeit solcher Vorgänge kann
mit ungeregelten Aktoren nicht gewährleistet werden. Periodische Bewegungen sind
hingegen trotz der Hystereseerscheinungen gut reproduzierbar [63]. Das Ausmaß der
hysteretischen Zusammenhänge wird im Abschnitt 3.4 messtechnisch untersucht.
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Die Basis vieler Modellierungen bilden lineare Zustandsgleichungen. Auch hier sind sie
der Ausgangspunkt für die Erarbeitung eines geeigneten Modells. Der Gesamtzustand
eines ferroelektrischen Festkörpers wird im Allgemeinen durch seine thermischen, me-
chanischen und elektrischen Zustände definiert. Unter der Annahme den Transport
von Wärme vernachlässigen zu können, müssen keine thermischen Zustandsgrößen ein-
geführt werden und die Beschreibung beschränkt sich auf die elektromechanischen
Zusammenhänge. Dabei charakterisieren Si j und Ti j den mechanischen Verzerrungs-
bzw. Spannungszustand. Die dielektrische Verschiebung Di und die elektrische Feld-
stärke Ei treten als elektrische Größen auf.
Die Zustandsgleichungen beschreiben die Abhängigkeit der Größen untereinander. Da-
bei werden eine elektrische und eine mechanische Zustandsgröße als Funktion der an-
deren Zustände dargestellt. Die Gleichungen erlauben es, die als abhängig festgelegten
Größen aus den unabhängigen mit Hilfe von Materialparametern zu bestimmen. Ins-
gesamt existieren hier 4 Möglichkeiten für die Formulierung der Zustandsgleichungen.
Für Aktoranwendungen empfiehlt es sich, den Verzerrungstensor Si j sowie den Vektor
der dielektrischen Verschiebung Di in Abhängigkeit von Ti j und Ei auszudrücken [32]:
Si j = si jkl Tkl +dki j Ek , (3.1)
Di = di jk Tjk +κi j E j . (3.2)
In (3.1) und (3.2) werden die mechanischen und elektrischen Haupteffekte über den
Nachgiebigkeitstensor si jkl sowie den Tensor der dielektrischen Leitfähigkeiten κi j be-
schrieben. Der Koppeleffekt wird in beiden Gleichungen durch den Koppeltensor dki j
erfasst. Die Besonderheit ergibt sich aus thermodynamischen Betrachtungen, die in den
Veröffentlichungen zur Piezoelektrizität hinlänglich beschrieben werden. Für das Anle-
sen der Grundlagen sind die Fachbücher [2, 31, 74, 77] zu empfehlen. Ebenfalls aus ther-
modynamischen Überlegungen sowie der Symmetrie des Spannungs- und Verzerrungs-
tensors ergibt sich die jeweilige Anzahl unabhängiger Tensorelemente. So enthalten
si jkl und κi j lediglich 21 bzw. 6 und dki j nur 18 unabhängige Materialparameter. Die
konstitutiven Beziehungen (3.1) und (3.2) sind der Ausgangspunkt für die Modellie-
rung der Piezoaktoren. Zustandsgleichungen mit anderen unabhängigen Variablen zur
Beschreibung piezoelektrischen Materialverhaltens sind u.a. in [30] zu finden.
3.2. Lineares Modell piezoelektrischer Aktoren
Für die Erarbeitung eines Modells ist es zunächst zweckmäßig, die Gleichungen (3.1)
und (3.2) zu idealisieren. Die konstitutiven Beziehungen gelten für ein piezoelektrisches
Kontinuum. Da es ohnehin nicht möglich ist, die Zustandsgrößen innerhalb der Keramik
ortsabhängig zu messen, sind diese Beziehungen aus praktischer Sicht nicht sinnvoll.
Die erste Vereinfachung wird damit getroffen, nur die Aktionsrichtung der Aktoren
zu betrachten. Das bedeutet, dass die Wirkungen aller Zustandsgrößen als rein axial
angenommen werden und somit die Indizierung sämtlicher Größen überflüssig wird.
Außerdem seien alle Zustände im betrachteten Körper der Gesamtlänge l homogen
verteilt und die Piezokeramik weist einen konstanten Querschnitt A auf. Das Entfernen
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der Indizierungen und die anschließende Multiplikation von Gleichung (3.1) mit l und
Gleichung (3.2) mit A führt auf die integralen Zusammenhänge
S · l = s · l
A




· fp+dp · ep = xpm+ xpe , (3.3)
D ·A = d ·T ·A+ κ ·A
l
·E · l
qp = dp · fp+C · ep = qpm+qpe . (3.4)
Die Größe xp = S · l beschreibt die absolute Längenänderung des Aktors. Sie kann zum
einen durch eine innere Kraft fp = T ·A und zum anderen durch eine angelegte elektri-
sche Spannung ep = E · l hervorgerufen werden. Somit lässt sich xp in einen mechani-
schen Anteil xpm und einen elektrischen Anteil xpe aufspalten, wobei in xpe der inverse
Piezoeffekt erfasst wird. Die Proportionalitätsfaktoren sind der Kehrwert der Steifigkeit
cp = A/(s · l) und die piezoelektrische Koppelkonstante dp = d. Mit D ·A erhält man den
elektrischen Verschiebungsfluss, welcher den Ladungen qp auf den Elektroden des Ak-
tors entspricht. Der Anteil qpm entsteht aufgrund des direkten Piezoeffekts bei innerer
Belastung fp. Wie beim inversen Effekt tritt dp als Proportionalitätsfaktor auf. Au-
ßerdem wirkt die piezoelektrische Keramik als Dielektrikum zwischen den Elektroden,
so dass beim Anlegen einer Spannung ep eine Ladungsverschiebung qpe entsteht. Die
lineare Abhängigkeit wird durch die elektrische Kapazität C = κ ·A/l beschrieben.
Die Zustandsgleichungen (3.3) und (3.4) sind für die Beschreibung der hier verwendeten
piezoelektrischen Aktoren wesentlich praktikabler und unter den getroffenen Annahmen
äquivalent zu den Gleichungen (3.1) und (3.2). In Anlehnung an [32] werden Modell-
gleichungen entwickelt, bei denen als Eingangsgrößen eine externe Kraft pp(t) 6= fp(t)
und eine elektrische Spannung up(t) 6= ep(t) sowie als Ausgangsgrößen die Auslenkung
xp(t) und der elektrische Strom ip(t) = q̇p(t) auftreten. Als weitere Vereinfachung wird
die bewegte Masse des Piezomaterials in einer effektiven Einzelmasse mp zusammen-
gefasst [32, 63]. Abbildung 3.1 zeigt das mechanische Ersatzmodell eines Aktors unter
externer Belastung pp(t) bei angelegter Spannung ep(t).
Die für die Schwingungserregereinheit vorgesehenen Aktoren sind Sonderanfertigungen
mit interner Vorspannung (vgl. Abschnitt 3.3). So ist es möglich, die Aktoren auf
Zug zu beanspruchen. Die Vorspannung wird im Modell mit der Federsteifigkeit cv
berücksichtigt. Wendet man das Prinzip von D’Alembert für positive xpm(t) an, so
lässt sich aus dem Freischnitt in Abbildung 3.1
pp(t)− cv · xp(t)− fp(t)−mp · ẍp(t) = 0 (3.5)
ablesen. Aus Gleichung (3.3) folgt
fp(t) = cp · (xp(t)− xpe(t)) = cp · (xp(t)−dp ep(t)) . (3.6)















Abb. 3.1.: Mechanisches Ersatzmodell eines vorgespannten piezoelektrischen Aktors unter mechanischer und
elektrischer Einwirkung und Freischnitt der effektiven Einzelmasse mp
Das Einsetzen von (3.6) in (3.5) ergibt zunächst Gleichung (3.7) für die Auslenkung
xp(t) des Aktors unter mechanischer und elektrischer Einwirkung:
mp · ẍp(t)+(cp+ cv) · xp(t) = pp(t)+ cp dp · ep(t) . (3.7)
Die Beschreibung des elektrischen Verhaltens erfolgt anhand des Ersatzschaltbildes ge-
mäß Abbildung 3.2. Der Teil des Schaltbildes, der direkt den Aktor betrifft, ist grau
hinterlegt. Die außerhalb gelegenen Widerstände RiL und Ru sind zur Messung der elek-
trischen Spannung up(t) und des Stromes ip(t) notwendig. Die Größen treten im Modell
als Ein- bzw. Ausgangsgröße auf. RiL beinhaltet zusätzlich einen Leitungswiderstand,
da das Anschlusskabel der Aktoren eine Länge von etwa 10m aufweist (vgl. Abschnitt
3.3). Bei der gewählten Verschaltung hat der Widerstand RiL besonders bei höheren
Betriebsfrequenzen durchaus Einfluss auf das Übertragungsverhalten des Modells und
wird deshalb bei der Modellbildung berücksichtigt. Ausgangsseitige Impedanzen der
Verstärkermodule werden vernachlässigt, d.h., es wird der Idealwert Null angenommen.
Der hochohmige Verlustwiderstand Rv erfasst die nichtidealen Isolationseigenschaften
der Piezokeramik [32, 33] und geht als Leitwert Gv = 1/Rv in das Modell ein.
up ep
ip
ipv ipe = q̇pe ipm = q̇pm
Ru
RiL
Rv C qpm = dp fp
Piezoaktor
Abb. 3.2.: Elektrisches Ersatzschaltbild eines piezoelektrischen Aktors unter mechanischer und elektrischer
Einwirkung
Der Stromfluss im Aktor setzt sich aus einem Leitungsstrom ipv(t) und einem Ver-
schiebungsstrom, hervorgerufen durch die zeitliche Änderung der Ladungen qpe(t) und
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qpm(t) aus Gleichung (3.4), zusammen. Es ergibt sich
ip(t) = ipv(t)+ ipe(t)+ ipm(t) = ipv(t)+ q̇pe(t)+ q̇pm(t)
ip(t) = Gv · ep(t)+C · ėp(t)+dp · ḟp(t) . (3.8)
Für die Kraft fp(t) gilt wieder die Beziehung (3.6). Da anstelle der Spannung ep(t) die
Spannung up(t) gemessen wird, ist up(t) als Eingangsgröße zu wählen. Mit ep(t) =
up(t)− RiL · ip(t) in den Gleichungen (3.7) und (3.8) ergeben sich die gewöhnlichen
linearen Differentialgleichungen (3.9) und (3.10) zur Beschreibung der Piezoaktoren.
Die Gleichungen bilden ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem mit der Auslen-
kung xp(t) und dem Strom ip(t) als Ausgangsgrößen. Eingangsseitig wirken sowohl die
Spannung up(t) als auch die externe Kraft pp(t).
mp · ẍp(t)+(cp+ cv) · xp(t)+ cp dp RiL · ip(t)
= cp dp ·up(t)+ pp(t) (3.9)
−cp dp · ẋp(t)+(C− cp d 2p )RiL · (ip)̇ (t)+(1+Gv RiL) · ip(t)
= Gv ·up(t)+(C− cp d 2p ) · u̇p(t) (3.10)
3.3. Verwendete Piezoaktoren und Zubehör
Für die Erregereinheit werden drei baugleiche Piezoaktoren des Herstellers PI (Physik
Instrumente) GmbH & Co. KG verwendet. Die wichtigsten Eigenschaften der Aktoren
mit der Bezeichnung P-845K052 sind in Tabelle 3.1 zusammengefasst. Die technischen
Daten sind zum Großteil selbsterklärend und werden deshalb nur teilweise erläutert.
Tab. 3.1.: Technische Daten der piezoelektrischen Aktoren P-845K052 (Daten 1 bis 9 aus [63])




Statische Großsignalsteifigkeit ±20% 57N/µm
Maximale Druckbeanspruchung 3000N
Maximale Zugbeanspruchung 700N
Elektrische Kapazität ±20% 24µF
Resonanzfrequenz unbelastet ±20% 7,5kHz
Masse Piezokeramik [72] 30g
Koaxialkabel Ansteuerspannung RG 174 (10m)
Leitungswiderstand RG 174 (10m) 1,27Ω
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Aus dem Spannungsbereich und dem Stellweg der Aktoren resultiert eine piezoelek-
trische Wandlerkonstante von 0,6µm/V. Der Wert entspricht dem Verhalten bei quasi-
statischen Anwendungen. Für dynamische Anwendungen, insbesondere bei der Para-
meteridentifikation in Abschnitt 6.3.5, kann er als Anhaltspunkt betrachtet werden.
Für dynamische Anwendungen müssen die Aktoren auf Zug beanspruchbar sein. Durch
eine interne Vorspannung, die bereits bei der Modellierung in Abschnitt 3.2 berücksich-
tigt wurde, sind Zugkräfte bis zu 700N zulässig [63]. Allerdings sind mit Hilfe dieser
Angabe keine Rückschlüsse auf den Steifigkeitswert cv möglich, nicht zuletzt, weil kei-
ne zuverlässigen Werte für die Gesamtsteifigkeiten existieren. Für Modellierungen, wie
sie im Rahmen dieser Arbeit vorgesehen sind, ist eine Identifikation für den speziellen
Anwendungsfall unumgänglich.
Die Stromaufnahme eines Aktors ergibt sich im Wesentlichen aus seinen kapazitiven
Eigenschaften. Die angegebene elektrische Kapazität ist ebenfalls nur als Richtwert zu
sehen, sie ermöglicht jedoch die Auswahl geeigneter Verstärkermodule zur Ansteuerung
der Aktoren. Für die dynamischen Anwendungen in dieser Arbeit ist dahingehend der
maximale Dauerausgangsstrom von Bedeutung. Es werden drei Module von PI mit
der Bezeichnung E-505.00 verwendet, die einen Betrieb mit einem Dauerausgangsstrom
von jeweils 300mA gewährleisten [63]. Bei den zahlreichen Messungen im Verlauf dieser
Arbeit wird dieser Wert mehrfach überschritten. Es sei darauf hingewiesen, dass für die
Aufnahme von Messdaten die Einschaltdauer der Aktoren auf wenige Minuten begrenzt
ist. Lediglich während der lang andauernden Sägeversuche (Kapitel 7) sind überhöhte
Ströme als kritisch einzustufen.
Für den Einsatz an der Drahtsäge bei erschwerten Bedingungen durch Schmutz und
Feuchtigkeit liegen die Aktoren in einer modifizierten Ausführung mit wassergeschütz-
tem Gehäuse vor. Veränderungen in den technischen Daten des Basismodells aufgrund
der Modifikationen werden nicht angegeben. Die Staubfreiheit innerhalb der Akto-
ren sowie die Wärmeabfuhr wird durch Spülluft gewährleistet. Ebenfalls erwähnens-
wert sind die hohen Kabellängen (10m) zur Ansteuerung der Aktoren und zum Aus-
werten der dehnmessstreifenbasierten Positionssensorik. Art und Länge der Ansteuer-
kabel bestimmen den ohmschen Widerstand der Leitungen und beeinflussen somit das
Übertragungsverhalten der Aktorsysteme.
3.4. Das Übertragungsverhalten der
piezoelektrischen Aktoren
3.4.1. Notwendige Messungen und Aspekte zur Durchführung
Die Aufgabe besteht in der Bestimmung des frequenz- und amplitudenabhängigen
Übertragungsverhaltens der Aktoren. Das bedeutet allgemein, das betrachtete System
mit einer Eingangsgröße bei Konstanthaltung der restlichen Eingangsgrößen geeignet
anzuregen und sämtliche Ausgangsgrößen zu messen. Schnelle Möglichkeiten bieten
Anregungen wie Sweep-Sinus, Rauschen oder ein Impulssignal. Hier soll die Anregung
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mit einem harmonischen Zeitsignal erfolgen, dessen Frequenz und Amplitude schritt-
weise geändert wird. Der erhöhte Messaufwand ist gerechtfertigt, da auf diese Weise das
Hystereseverhalten zwischen den gemessenen Größen in Abhängigkeit von der Frequenz
und der Amplitude auswertbar ist.
Konkret soll die Wirkung der elektrischen Spannung auf die Ausgangsgrößen ohne
äußere mechanische Belastungen gemessen werden. Jeder Aktor wird mit einem Ein-
gangssignal up(t) = umw+ ûp ·sin(2π f t) angeregt. Der Mittelwert der Spannung beträgt
bei allen Messungen in dieser Arbeit umw = 50V. Für die Erregerfrequenz f und die
Amplitude ûp der Eingangsspannung sind die folgenden Abstufungen vorgesehen:
• 28 Abstufungen für die Erregerfrequenz f in Hz:
0.05, 0.1, 1, 2, 5, 10, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500, 550,
600, 650, 700, 750, 800, 850, 900, 950, 1000
• 12 Abstufungen für die Spannungsamplitude ûp in V:
1, 3, 5, 7, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 .
Es ergeben sich 336 Messungen. Da jedoch der zulässige Dauerausgangsstrom der
Verstärkermodule bei hohen Frequenzen und Amplituden weit überschritten wird, sind
nicht alle Messungen durchführbar.
Zur Signalgenerierung und Datenerfassung wird das Programmiersystem LabView
verwendet. Die Messung der Eingangsspannung up(t) erfolgt über einen Spannungstei-
ler. Die Summe beider Widerstände ergibt den Widerstand Ru im elektrischen Ersatz-
schaltbild (vgl. Abbildung 3.2). Da eine stromrichtige Messschaltung vorliegt, ist der ge-
naue Wert von Ru nicht relevant. Nur der Widerstand RiL beeinflusst das Übertragungs-
verhalten des Messaufbaus und ist in den Gleichungen (3.9) und (3.10) enthalten. Die
Stromstärke ip(t) wird über den Spannungsfall an einem niederohmigen Widerstand
(0,24Ω) bestimmt. Wegen der gewählten Messschaltung liegt eine Reihenschaltung aus
Strommesswiderstand und dem ohmschen Leitungswiderstand des Anschlusskabels der
Aktoren vor. Demnach ergibt sich RiL aus deren Summe. Die Auslenkung xp(t) wird
über die integrierte Positionssensorik (DMS) gemessen. Für die Datenerfassung ist die
jeweilige Messdauer sowie die Abtastfrequenz für einen Messvorgang geeignet zu wäh-
len. Um die Ergebnisse einfacher auswerten und vergleichen zu können, werden bei jeder
Messung 10 Perioden und die gleiche Anzahl an Messwerten aufgezeichnet. Messdauer
und Abtastfrequenz sind somit bei jedem Messvorgang unterschiedlich.
3.4.2. Das Übertragungsverhalten im Zeitbereich
Um die Ergebnisse den drei Aktoren zuordnen zu können, wird eine Indizierung (i =
1,2,3) entsprechend Abbildung 2.3 eingeführt. Damit liegen drei Abtastungen der Aus-
lenkung xp i(t), des Stromes ip i(t) und der harmonischenWechselspannung up i(t) für jede
Frequenz- und Amplitudenvariation vor. Zunächst zeigt Abbildung 3.3 die gemessenen
Zeitverläufe von Piezo 1 bei der Erregerfrequenz f = 1Hz und der Spannungsamplitude
ûp1 = 1V. Die Darstellung beschränkt sich auf eine Periode.
16 3. Untersuchungen an den piezoelektrischen Aktoren
t in s






























Abb. 3.3.: Zeitverlauf von Auslenkung xp1(t), Strom ip1(t) und Ladungsverschiebung qp1(t) bei harmoni-
scher Anregung up1(t) = 50V+1V · sin(2π ·1Hz · t); Piezo 1
Ein sauberes Signal mit hohem Rauschabstand ist bei niedrigen Frequenzen und Span-
nungsamplituden nur für die Auslenkung beobachtbar. Der Strom ist schlecht mess-
bar. Dennoch kann durch Integration die Ladungsverschiebung qp1(t) bestimmt wer-
den1. Die Ladungsverschiebung entspricht als integrale Zustandsgröße der dielektri-
schen Verschiebungsdichte, während die Verschiebungsdichte annähernd mit der Po-
larisation übereinstimmt [25, 71]. Für die Polarisation der Keramik ist kein absoluter
Wert bekannt, deshalb wird die Ladungsverschiebung mittelwertfrei berechnet.
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Abb. 3.4.: Ladungsverschiebung qp1(t) und Auslenkung xp1(t) in Abhängigkeit von der angelegten Spannung
up1(t) bei f = 1Hz und ûp1 = 1V; Piezo 1
Anhand der Zeitfunktionen sind Untersuchungen hinsichtlich der Linearität der Akto-
ren möglich. Hierbei steht das Ausmaß von Hystereseerscheinungen im Vordergrund.
Die Auslenkung xp1(t) und die Ladungsverschiebung qp1(t) werden über der angeleg-
ten Spannung up1(t) aufgetragen. In Abbildung 3.4 sind die Abhängigkeiten darge-
stellt. In Bezug auf die Ladungsverschiebung sind wegen der geringen Signalstärke
keine sinnvollen Interpretationen möglich. Im Gegensatz dazu bewirken die langsamen
Spannungsänderungen saubere Auslenkungsverläufe. Betrachtet man die Ansteuerung
1Bei 0,05Hz und 0,1Hz liefert die Integration keine interpretierbaren Ergebnisse.
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mit f = 1Hz als quasistatischen Betrieb, so sollten Hystereseeffekte hier sichtbar wer-
den. Im rechten Teil von Abbildung 3.4 ist die Hysterese jedoch nur ansatzweise zu
erkennen, praktisch also kaum vorhanden.
Zum Vergleich sind in Abbildung 3.5 die Zeitverläufe bei einer Erregerfrequenz von
1000Hz dargestellt, wobei die Spannungsamplitude ebenfalls 1V beträgt. Die Steige-
rung der Erregerfrequenz ruft nennenswerte Verschiebungsströme in den Aktoren her-
vor. Zudem sind Phasenverschiebungen zwischen den Signalen deutlich erkennbar. Der
Strom, wie bei kapazitiven Systemen zu erwarten, eilt der angelegten Spannung voraus.
Die Nacheilung der Auslenkung bezüglich des Erregersignals geht mit der Beschreibung
eines Aktors als Einmassenschwinger einher.
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Abb. 3.5.: Zeitverlauf von Auslenkung xp1(t), Strom ip1(t) und Ladungsverschiebung qp1(t) bei harmoni-
scher Anregung up1(t) = 50V+1V · sin(2π ·1000Hz · t); Piezo 1
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Abb. 3.6.: Ladungsverschiebung qp1(t) und Auslenkung xp1(t) in Abhängigkeit von der angelegten Spannung
up1(t) bei f = 1000Hz und ûp1 = 1V; Piezo 1
Das Auftragen von Ladungsverschiebung und Auslenkung über der Spannung (Abbil-
dung 3.6) lässt bei hohen Frequenzen keine Aussagen über die Hystereseeigenschaften
zu. Zum überwiegenden Teil sind die Kurvenverläufe nicht hysteresebedingt. Ledig-
lich ein unwesentlicher Anteil der von der Kurve eingeschlossenen Fläche resultiert aus
dem statischen Hystereseverhalten. Die Phasenverschiebungen zwischen den Signalen
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führen zu elliptischen Abhängigkeiten, wobei die elliptische Form charakteristisch für
lineare Systeme ist. Damit einher geht die für lineare Systeme wesentliche Tatsache,
dass sowohl das Eingangssignal als auch das Ausgangssignal eine harmonische Signal-
form aufweisen. Die Lage der Hauptachse der Ellipse und deren Form sind abhängig
vom Phasenwinkel zwischen den Signalen sowie den Signalamplituden. Die Durchlauf-
richtung entscheidet über Nacheilung oder Voreilung gegenüber dem Bezugssignal. An-
wendung finden derartige Betrachtungen z.B. bei der Beschreibung von Dämpfungs-
erscheinungen [3] oder viskoelastischen Werkstoffen [23]. Der Flächeninhalt der Kurven
ist dann ein Maß für die dissipierte Energie.
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Abb. 3.7.: Zeitverlauf von Auslenkung xp1(t), Strom ip1(t) und Ladungsverschiebung qp1(t) bei harmoni-
scher Anregung up1(t) = 50V+45V · sin(2π ·1Hz · t); Piezo 1
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Abb. 3.8.: Ladungsverschiebung qp1(t) und Auslenkung xp1(t) in Abhängigkeit von der angelegten Spannung
up1(t) bei f = 1Hz und ûp1 = 45V; Piezo 1
Die Auswertung der zeitlichen Signalverläufe bei kleinen Spannungsamplituden lässt
durchaus auf lineares Systemverhalten schließen. Die Abbildungen 3.7 und 3.8 zeigen
die Ergebnisse für große Spannungsamplituden (45V) bei kleinen Erregerfrequenzen
(1Hz). Betrachtet man zunächst Abbildung 3.8, so fällt auf, dass beim quasistatischen
Ansteuern mit großen Spannungsamplituden sowohl die Ladungsverschiebung qp1(t)
als auch die Auslenkung xp1(t) nichtlineares Hystereseverhalten aufweisen. Die nicht-
elliptische Form der Hysteresen entspricht den aus der Literatur bekannten Verläufen
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im unipolaren Betrieb, z. B. [31, 63]. Der Effekt ist auch an den zeitlichen Verläufen aus
Abbildung 3.7 erkennbar. Bei harmonischer Ansteuerung sind die Auslenkung xp1(t),
der Strom ip1(t) und die Ladungsverschiebung qp1(t) keine harmonischen Signale.
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Abb. 3.9.: Zeitverlauf von Auslenkung xp1(t), Strom ip1(t) und Ladungsverschiebung qp1(t) bei harmoni-
scher Anregung up1(t) = 50V+45V · sin(2π ·75Hz · t); Piezo 1
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Abb. 3.10.: Ladungsverschiebung qp1(t) und Auslenkung xp1(t) in Abhängigkeit von der angelegten Span-
nung up1(t) bei f = 75Hz und ûp1 = 45V; Piezo 1
Abschließend sind in den Abbildungen 3.9 und 3.10 die Messergebnisse für eine Ampli-
tude von 45V und eine Erregerfrequenz von 75Hz dargestellt. Aufgrund des zulässigen
Ausgangsstroms der Verstärkermodule sind Ansteuerungen mit höheren Frequenzen
nicht möglich. Den statischen Hysteresen werden elliptische Kurvenverläufe überla-
gert, die aus der Phasenverschiebung des entsprechenden Signals herrühren. Die Ab-
hängigkeit zwischen der Auslenkung xp1(t) und der Spannung up1(t) in Abbildung 3.10
kommt optisch einer elliptischen Form sehr nahe. Da die dielektrische Hysterese bei
piezoelektrischen Keramiken für gewöhnlich stärker ausgeprägt ist als die der Verfor-
mung [25], weicht die qp1-up1-Abhängigkeit auch bei höheren Erregerfrequenzen von
der elliptischen Form ab (Abbildung 3.10 links). Die zugehörigen Zeitsignale aus Ab-
bildung 3.9 deuten diese Verhältnisse bereits an. Das Zeitsignal der Auslenkung kann
im Gegensatz zum Strom als nahezu harmonisch angesehen werden. Die im nächsten
Abschnitt berechneten Spektren bestätigen die beobachteten Ergebnisse.
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3.4.3. Das Übertragungsverhalten im Frequenzbereich
Um das Übertragungsverhalten der piezoelektrischen Aktoren im Frequenzbereich zu
analysieren, ist die Berechnung der Frequenzanteile der Zeitsignale up i(t), xp i(t) und
ip i(t) erforderlich. Es werden diskrete Spektren der diskutierten Zeitfunktionen erstellt
(Fourier-Analyse). Die Spektralzerlegung basiert auf der Berechnung der Fouri-
er-Koeffizienten einer unendlichen Fourier-Reihe [4, 36, 37, 60]. Die Koeffizienten
lassen sich für beliebige periodische Funktionen angeben. Bei diskret vorliegenden Zeit-
schrieben mit m Abtastungen2, z. B. xp i(n∆ t) (n = 0,1, ...,m−1), können ebenso viele
Fourier-Koeffizienten X̄p i(r) = X̄p i(r ·∆ f ) (r = 0,1, ...,m−1) berechnet werden. Infolge
des Abtasttheorems von Shannon erhält man aus den ersten m/2 Koeffizienten die
aus m/2−1 reellen harmonischen Anteilen zusammengesetzte Reproduktion des abge-
tasteten Signals mit dem Mittelwert X̄p i(0). Ohne den Index i mit anzugeben, gilt
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,
n = 0,1,2, ...,m−1 . (3.11)
Jeder Frequenzanteil weist einen Nullphasenwinkel und eine Amplitude auf. Der Spektral-
wert Xp(r) und dessen Betrag gehen aus dem komplexen Koeffizient
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m r n ; r = 0,1,2, ...,m−1 (3.12)
unter Beachtung von (3.11) hervor:
Xp(r) = 2 X̄p(r) ,
∣∣Xp(r)∣∣= 2√ℜ{X̄p(r)}2 +ℑ{X̄p(r)}2 ; r = 1,2, ...,m−1 . (3.13)
Im Folgenden werden die diskreten Amplitudenspektren der im letzten Abschnitt dar-
gestellten Zeitsignale für Frequenzwerte bis zum etwa 10-fachen der Erregerfrequenz
dargestellt. Mit f̄ werden die Frequenzwerte des diskreten Spektrums bezeichnet. Ab-
bildung 3.11 zeigt die Spektren der Eingangsspannung up1(t), der Auslenkung xp1(t)
und des Stromes ip1(t) bei einer Spannungsamplitude von ûp1 = 1V und einer Erreger-
frequenz von f = 1Hz. Die Amplituden der Spannung und der Auslenkung werden
nahezu ideal berechnet. Es treten lediglich die harmonischen Anteile mit der Frequenz
f = 1Hz im Signalverlauf auf. Das bedeutet, dass die entsprechenden Funktionen aus
Abbildung 3.3 als harmonische Funktionen angesehen werden können. Da das Strom-
signal stark verrauscht ist, enthält das Spektrum auch breitbandige Anteile. Dennoch
ist bei der Erregerfrequenz eine deutliche Amplitude vorhanden. In Abbildung 3.12 sind
die Spektren der Zeitsignale bei ûp1 = 1V und f = 1000Hz dargestellt. Hier bestätigt
sich der harmonische Verlauf der Zeitfunktionen up1(t), xp1(t) und ip1(t) aus Abbildung
3.5, da nennenswerte Amplituden nur bei der Erregerfrequenz zu erkennen sind.
2Der Datenumfang bei den Messungen ist geradzahlig.
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Abb. 3.11.: Amplitudenspektren der periodischen Signale up1(t), xp1(t) und ip1(t) bei f = 1Hz und ûp1 =
1V; Piezo 1
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Abb. 3.12.: Amplitudenspektren der periodischen Signale up1(t), xp1(t) und ip1(t) bei f = 1000Hz und ûp1 =
1V; Piezo 1
Interessante Effekte treten bei hohen Spannungsamplituden auf. Besonders bei niedri-
gen Erregerfrequenzen (vgl. Abbildung 3.13) sind sowohl bei der Auslenkung als auch
beim Strom höhere Frequenzanteile ( f̄ = 2,3...Hz) zu erkennen. Die Abweichungen der
Zeitschriebe aus Abbildung 3.7 vom harmonischen Verlauf werden dadurch bestätigt.
Wie bereits bei den Betrachtungen im Zeitbereich festgestellt worden ist, relativiert
sich dieser Effekt bei höheren Frequenzen (vgl. Abbildung 3.14). Es ist ein deutliches
Absinken der Spektralwerte bei f̄ 6= f = 75Hz zu erkennen.
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Abb. 3.13.: Amplitudenspektren der periodischen Signale up1(t), xp1(t) und ip1(t) bei f = 1Hz und ûp1 =
45V; Piezo 1 – Frequenzanteile bei f̄ = 2,3, ...Hz im Auslenkungs- und Stromspektrum
f̄ = r ·∆ f in kHz
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Abb. 3.14.: Amplitudenspektren der periodischen Signale up1(t), xp1(t) und ip1(t) bei f = 75Hz und ûp1 =
45V; Piezo 1
Aus jeder in Abschnitt 3.4.1 festgelegten Messung erhält man Spektren für die einzel-
nen Signale. Unter Vernachlässigung nichtlinearer Frequenzanteile werden aus jedem
Spektrum die komplexen Amplituden up0 i, xp0 i und ip0 i bei der Erregerfrequenz abge-
lesen. Da stets 10 Perioden abgetastet worden sind, ergeben sich die Amplituden xp0 i
unter Beachtung von (3.13) aus
xp0 i = Xp i(r=10) = Xp i(10∆ f = f ) ; i = 1,2,3 . (3.14)
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Die Berechnung von up0 i und ip0 i erfolgt analog. Mit
Hxp iup i =
xp0 i
up0 i
; i = 1,2,3 (3.15)
und
Hip iup i =
ip0 i
up0 i
; i = 1,2,3 (3.16)
können Übertragungsfunktionen berechnet werden. In Abbildung 3.15 ist das Übertra-
gungsverhalten eines Aktors als Amplituden- und Phasengang in Abhängigkeit von der
Erregeramplitude dargestellt. Das Verhalten der anderen Aktoren weicht nur gering-
fügig vom dargestellten Verhalten ab, d. h., die Aktoren unterscheiden sich prinzipiell
nicht voneinander.
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Abb. 3.15.: Übertragungsverhalten Piezo 1 im Frequenzbereich – links: Übertragungsverhalten Hxp1up1 zwi-
schen angelegter Spannungsamplitude up01 und Auslenkungsamplitude xp01 – rechts: Übertragungsverhalten
Hip1up1 zwischen angelegter Spannungsamplitude up01 und Stromamplitude ip01
Neben der Hysterese ist in Abbildung 3.15 eine andere nichtlineare Eigenschaft der
Aktoren zu erkennen. Das stationäre Übertragungsverhalten der Aktoren ist im Wider-
spruch zum Verhalten linearer Systeme von der Erregeramplitude abhängig (vgl. auch
[80]). Mit steigenden Spannungsamplituden geht eine Zunahme der Amplitudenvergrö-
ßerungen einher. Allerdings ist diese Eigenschaft bei der Vergrößerung |Hxp iup i| deutli-
cher ausgeprägt als bei |Hip iup i|.
An den Phasenverschiebungen ϕxp iup i und ϕ ip iup i fällt auf, dass sich mit steigender
Spannungsamplitude die Phasenverschiebung um einen konstanten, von der Frequenz
unabhängigen Wert im Vergleich zum Kleinsignalbetrieb ändert. Tatsache ist, dass
ein hysteresebehaftetes Signalverhältnis bei Anwendung der diskreten Fourier-Trans-
formation auf eine scheinbare Phasenverschiebung zwischen den Signalen führt. Da
sämtliche Phasengänge beider Übertragungsfunktionen in etwa parallel verlaufen, kann
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geschlussfolgert werden, dass die im quasistatischen Betrieb gemessene Hysterese auch
bei höheren Frequenzen vorhanden und zudem unabhängig von der Frequenz ist. Der
Hysterese überlagert sich die Phasenverschiebung, die aus den dynamischen Eigen-
schaften des Systems resultiert.
Am kapazitiven Verhalten zwischen Strom und Ansteuerspannung ist die Dominanz
der auftretenden Verschiebungsströme erkennbar. Im unbelasteten Betrieb der Aktoren
fließt größtenteils Blindstrom. Dies entspricht den Erwartungen, da auf elektrischer
Seite nur an den Widerständen RiL i und Rv i Verluste auftreten. Mechanisch gesehen
treten ebenfalls Verluste, beispielsweise durch Reibung, auf. Derartige Verluste seien
jedoch vernachlässigbar und werden deshalb im Modell nicht berücksichtigt.
Aus der Untersuchung des Übertragungsverhaltens gehen nichtlineare Eigenschaften
der Aktoren hervor. Zwar ist das Hystereseverhalten bei hohen Spannungsamplituden
deutlich zu erkennen, im dynamischen Betrieb ist es insgesamt jedoch nur schwach aus-
gebildet. Die Auswertung der Spektren ergibt, dass die Ausgangsgrößen bei harmoni-
scher Ansteuerung in guter Näherung durch harmonische Signalverläufe reproduzierbar
sind. Zu erkennen ist dies an der dominierenden Spektrallinie bei der entsprechenden
Erregerfrequenz. Insofern ist die Verwendung eines linearen Modells zur Beschreibung
der Aktoren zulässig. Die Abhängigkeit von der Spannungsamplitude kann dagegen
nicht durch ein einziges Modell nachgebildet werden. In dieser Hinsicht ist mit Para-
metern zu rechnen, die ebenfalls eine Amplitudenabhängigkeit aufweisen. Durch die
Integration der Aktoren in die Konstruktion der Erregereinheit ist eine Änderung des
beobachteten Verhaltens zu erwarten. Zudem kann nicht ausgeschlossen werden, dass
eine Parameterbestimmung anhand der Einzelmodelle andere Ergebnisse als bei der
Verwendung eines Gesamtmodells liefert. Deshalb erfolgt eine parametrische Identifi-
kation erst durch Anpassung eines Gesamtmodells an die komplett montierte Erreger-




Neben der Beschreibung der piezoelektrischen Stellglieder ist die Nachbildung der Kon-
struktion erforderlich. Der möglichst genauen Identifikation des mechanischen Verhal-
tens wird besondere Bedeutung beigemessen. Hier besteht die Möglichkeit, auf erprobte
Verfahren zurückzugreifen. Derartige Verfahren stehen bei der Modellierung der Ak-
toren nicht zur Verfügung. Somit können Gründe für eventuelle Unzulänglichkeiten
im Verhalten des Gesamtmodells besser eingegrenzt werden. Aufgrund des Material-
lagers wird die Annahme getroffen, dass bei einer Anregung durch die Piezoaktoren
nur der Schwingdeckel (Abbildung 2.1a) Bewegungen ausführt. Zur Modellierung des
Schwingdeckels ist zunächst eine experimentelle Modalanalyse durchzuführen, die im
Abschnitt 4.1 erläutert wird. Aufbauend auf den Ergebnissen der Modalanalyse erfolgt
im Abschnitt 4.2 die Erarbeitung eines Starrkörpermodells.
4.1. Experimentelle Modalanalyse
Die Modalanalyse liefert die modalen Parameter des Schwingdeckels, wie Eigenfrequen-
zen, Dämpfungsmaße und Eigenschwingungsformen. Die Untersuchung beschränkt sich
auf die Betrachtung der Vertikalschwingungen, da Querschwingungen konstruktions-
bedingt nur in geringem Maße auftreten. In Abschnitt 4.1.1 werden die theoretischen
Grundlagen zur Durchführung der Modalanalyse erläutert. Die Ausführungen sind die
Basis der verwendeten Methode zur Bestimmung der Parameter, die in Abschnitt 4.1.2
dargelegt wird. In den Abschnitten 4.1.3 bis 4.1.6 erfolgt die Beschreibung der konkre-
ten Umsetzung der Analyse und die Darstellung der Ergebnisse.
4.1.1. Theoretische Vorbetrachtungen
Eine Modalanalyse setzt zeitinvariantes sowie lineares Systemverhalten, d.h. die Zuläs-
sigkeit einer solchen Beschreibung im betrachteten Arbeitsbereich voraus. Der Grund-
gedanke besteht darin, dass sich jede Betriebsschwingform einer Struktur durch Überla-
gerung sämtlicher Eigenschwingungsformen (Moden) darstellen lässt. Der k-ten Eigen-
schwingungsform, die im diskreten Fall durch einen Eigenvektor~vk beschrieben wird, ist
für schwach gedämpfte Systeme ein komplexer Eigenwert λk zugeordnet. Der Realteil
eines Eigenwertes entspricht der negativen Abklingkonstante δk und der Imaginärteil
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k berechnet sich die unge-
dämpfte Eigenkreisfrequenz ω0k. Demnach sind bei einem mechanischen System mit N
Freiheitsgraden für k = 1,2, ...,N die Eigenkreisfrequenzen ωdk, die Abklingkonstanten
δk und die Eigenvektoren ~vk bzw. dazu äquivalente Größen zu bestimmen.
Für die Analyse ist die Diskretisierung der betrachteten Struktur notwendig, wobei
der Grad der Diskretisierung die modale Auflösung bestimmt. Die Beschreibung des
Systems erfolgt mit Hilfe des Differentialgleichungssystems
M~̈x(t)+D~̇x(t)+K~x(t) = ~p(t) . (4.1)
Der Spaltenvektor ~x(t) enthält die Beweglichkeitskoordinaten des Systems. Im Vektor
~p(t) sind die Erregerkräfte zusammengefasst, die in den einzelnen Punkten der dis-
kretisierten Struktur angreifen. Die Massenmatrix M ist stets symmetrisch. Auch die
Matrizen D und K werden hier als symmetrisch vorausgesetzt und beschreiben die
Dämpfungs- und Steifigkeitseigenschaften des Systems. Für eine Klassifikation linea-
rer Schwinger sowie ausführlichere Erläuterungen sei z.B. auf [19, 83] verwiesen. Für
symmetrische Matrizen M, D und K hängt die Beschaffenheit der Eigenwerte und
Eigenvektoren von den Dämpfungseigenschaften ab. Hier wird zwischen proportionaler
und allgemeiner viskoser Dämpfung unterschieden. Physikalisch betrachtet liegt propor-
tionale Dämpfung vor, wenn Masse, Steifigkeit und Dämpfung im System gleichmäßig
verteilt sind. Ist dies der Fall, dann lässt sich die Dämpfungsmatrix D als Vielfaches
der Massen- und Steifigkeitsmatrix mit D = α1 M+α2 K (α1,2 ∈ R) angeben [61]. All-
gemeine viskose Dämpfung ist dann anzutreffen, wenn das System lokal konzentrierte
Dämpfer aufweist [6]. Rechnerisch wird ein wesentlicher Unterschied bei der Berech-
nung der Eigenvektoren ~vk deutlich. Liegt keine proportionale Dämpfung vor, ergeben
sich keine reellen, sondern komplexe Eigenvektoren.
Bei der Modalanalyse werden die Eigenwerte und Eigenvektoren aus dem erzwunge-
nen Systemverhalten ermittelt. Dazu müssen durch eine Modaltransformation Modell-
gleichungen hergeleitet werden, die das Systemverhalten beschreiben und zudem die
modalen Parameter explizit enthalten. Im Folgenden werden die Gleichungen für beide
Dämpfungsfälle im Frequenzbereich hergeleitet. Ausgangspunkt ist das Übertragungs-
verhalten des Systems, das durch die N ×N-Systemübertragungsmatrix H(jΩ) be-
schrieben wird. Die Matrix berechnet sich durch Fourier-Transformation des Systems
(4.1). Die Umstellung nach den Ausgangsgrößen ~X(jΩ) liefert
~X(jΩ) =
[
M · (jΩ)2 +D · (jΩ)+K




K−M · Ω2 +D · jΩ
]−1
. (4.3)
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Modaltransformation bei proportionaler Dämpfung Mit ~p(t)≡~0 wird das homo-
gene System von (4.1) betrachtet und der Ansatz ~x(t) =~ve λ t eingesetzt. Es entsteht
das Eigenwertproblem
[
Mλ 2 +Dλ +K
]
~v =~0 , (4.4)
das von N konjugiert komplexen Eigenwertpaaren λk und den N reellen Eigenvektoren
~vk für k = 1,2, ...,N erfüllt wird. Fasst man alle Eigenvektoren ~vk spaltenweise zu einer
Matrix zusammen, geht daraus die N×N-Modalmatrix V hervor, die im proportionalen
Dämpfungsfall der des konservativen Systems entspricht [61]. Durch Einsetzen des An-
satzes ~x(t) = V~q(t) in Gleichung (4.1) und Linksmultiplikation mit der transponierten
Modalmatrix VT gelingt der Übergang auf die Hauptkoordinaten ~q(t):
VTMV~̈q(t)+VTDV~̇q(t)+VTKV~q(t) = VT~p(t)
Mg~̈q(t)+Dg~̇q(t)+Kg~q(t) = ~pg(t) . (4.5)
Die Matrizen Mg, Dg und Kg sind die generalisierten Massen-, Dämpfungs- und Steifig-
keitsmatrizen und nur diagonal besetzt. Demnach besteht das Gleichungssystem (4.5)
aus N entkoppelten Differentialgleichungen in den Hauptkoordinaten qk(t):
mk q̈k(t)+dk q̇k(t)+ ck qk(t) = pgk(t) ; k = 1,2, ...,N . (4.6)
Die Gleichungen mit den generalisierten Massen mk, den generalisierten Dämpfungszah-
len dk und den generalisierten Steifigkeiten ck sind unter Einwirkung der Erregerkräfte
pgk(t) =~vTk ~p(t) separat lösbar. Zu beachten ist, dass die einzelnen Eigenvektoren un-
abhängig voneinander beliebig skalierbar sind. Ohne an dieser Stelle eine besondere
Skalierung einzuführen, erhält man für die generalisierten Matrizen
VT MV = Mg bzw. ~vTi M~v j = mg i j =
{
0 ; i 6= j
mk ; i = j = k
, (4.7)
VT DV = Dg bzw. ~vTi D~v j = dg i j =
{
0 ; i 6= j
dk ; i = j = k
, (4.8)
VT KV = Kg bzw. ~vTi K~v j = kg i j =
{
0 ; i 6= j
ck ; i = j = k
. (4.9)
Die Eigenwertpaare der N Einzelgleichungen (4.5) bzw. (4.6) sind identisch zu den
N konjugiert komplexen Eigenwertpaaren des Ausgangssystems (4.1). Eine Modell-
gleichung für die Übertragungsmatrix H(jΩ) in Abhängigkeit von den modalen Pa-
rametern erhält man durch Anwendung der Fourier-Transformation auf (4.5). Für
die Hauptkoordinaten im Frequenzbereich ergibt sich
~Q(jΩ) =
[
Mg · (jΩ)2 +Dg · jΩ+Kg
]−1 ·~Pg(jΩ) . (4.10)
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Mit dem eingeführten Ansatz ~X(jΩ) =V~Q(jΩ) und ~Pg(jΩ) =VT~P(jΩ) in (4.10) kann
äquivalent zur Gleichung (4.2)
~X(jΩ) = V
[
Mg · (jΩ)2 +Dg · jΩ+Kg




Kg−Mg ·Ω2 +Dg · jΩ
]−1
VT (4.12)






ck−mk Ω2 + jΩdk
. (4.13)
Mit den Umrechnungen ω20k = ck/mk und 2δk = dk/mk sowie λk = −δk + jωdk, wobei
ω2dk = ω
2











vik v jk /mk
(jΩ−λk)(jΩ−λ ∗k )
. (4.14)
Gleichung (4.14) enthält explizit die modalen Parameter des Ausgangssystems 4.1.
Modaltransformation bei allgemeiner viskoser Dämpfung Für die Modaltrans-
formation unter Verwendung der komplexen Eigenvektoren ist die Transformation in




erforderlich. Das System (4.1) ist dazu mit





















A~̇z(t)+ B~z(t) = ~w(t) . (4.15)
Es ergibt sich ein gekoppeltes inhomogenes Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
(4.15) mit dem Lastvektor ~w(t). Durch Einsetzen des Ansatzes ~z(t) = ~vz e λ t in das
zugehörige homogene System entsteht das allgemeine Eigenwertproblem
(Aλ +B)~vz =~0 . (4.16)
Das System weist wie bei proportionaler Dämpfung N konjugiert komplexe Eigen-
wertpaare auf. Hier ist jedem Paar ein konjugiert komplexes Paar von Eigenvektoren
zugeordnet. Für das Eigenwertproblem (4.4), das auch im allgemeinen Dämpfungsfall so
angegeben werden kann, ergibt sich eine N×2N-Modalmatrix der Struktur [V,V∗] mit
4.1. Experimentelle Modalanalyse 29
V 6=V∗ ∈C. Darin enthält V∗ die zu λ ∗k gehörigen konjugiert komplexen Eigenvektoren.







Die Einträge der Diagonalmatrizen Λ und Λ∗ sind die Eigenwerte λk =−δk+ jωdk bzw.
λ ∗k = −δk − jωdk für k = 1,2, ...,N. Mit Hilfe der Koordinatentransformation ~z(t) =
Vz~qz(t) auf die Modalkoordinaten ~qz und anschließender Vormultiplikation mit der
transponierten Modalmatrix VzT erreicht man die Diagonalisierung der Matrizen A
und B. Es entsteht das 2N-zeilige entkoppelte Differentialgleichungssystem
VzTAVz ~̇qz(t)+VzTBVz ~q(t)z = VzT~w(t)
Ag ~̇qz(t)+Bg ~qz(t) = ~wg(t) . (4.18)
Die generalisierten Matrizen Ag und Bg lassen sich unter Beachtung von (4.17) und







Ag11 = VT DV+ΛVT MV+VT MVΛ , (4.20a)







Bg11 = VT KV−ΛVT MVΛ , (4.22a)
Bg22 = V∗T KV∗−Λ∗V∗T MV∗Λ∗ . (4.22b)
Die Untermatrizen in (4.19) und (4.21) sind Diagonalmatrizen, wobei die einzelnen
Summanden, z.B. VT DV, keine Diagonalstruktur aufweisen. Weiterhin gilt, dass die
Matrizen Ag22 und Bg22 die konjugiert komplexen Matrizen von Ag11 bzw. Bg11 sind.
Damit kann anstelle von (4.19) und (4.21)
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geschrieben werden. Der Zusammenhang zwischen ak und bk bzw. a∗k und b
∗
k wird durch
Linksmultiplikation des Eigenwertproblems (4.16) mit dem transponierten k-ten Eigen-
vektor erkennbar [75]:
~vTzk A~vzk λk +~v
T
zk B~vzk = ak λk +bk = 0 → bk =−λk ak , b∗k =−λ ∗k a∗k . (4.25)
Mit
Λg = diag [λ1, λ2, ..., λN , λ ∗1 , λ
∗
2 , ..., λ
∗
N ] (4.26)
kann (4.18) umgeschrieben werden zu
Ag~̇qz(t)−Λg Ag~qz(t) = ~wg(t) . (4.27)





]−1 ~Wg(jΩ) . (4.28)
Mit ~Z(jΩ) = Vz ~Qz(jΩ) und ~Wg(jΩ) = VTz ~W (jΩ) gemäß (4.18) ergibt sich
~Z(jΩ) = Vz [Ag jΩ−Λg Ag ]−1 VzT ~W (jΩ) . (4.29)
Da in (4.15) die obere Hälfte des Vektors ~W (jΩ) mit dem Erregervektor ~P(jΩ) besetzt
ist, lässt sich














angeben. Für die Rücktransformation der Zustandskoordinaten ~Z(jΩ) in die Beweg-

















womit nach ~X(jΩ) = H(jΩ) ·~P(jΩ) für die Systemübertragungsmatrix










































Gleichung (4.35) enthält die modalen Parameter für den allgemeinen Dämpfungsfall.
Die Gleichungen (4.35) bzw. (4.14) sind als Grundlage für die Ermittlung der modalen
Parameter unüblich [82]. Es werden folgende Substitutionen eingeführt:
vik v jk
ak



































für den Fall allgemeiner viskoser Dämpfung. Es werden zunächst anstelle der Eigen-
vektoren die äquivalenten komplexen Residuen Ri jk bestimmt. Eine Umrechnung kann,
wie in Abschnitt 4.1.5 gezeigt, erfolgen.
Vereinfachungen bei proportionaler Dämpfung Bei der vorliegenden Anwendung
ist es möglich, zum proportional gedämpften Fall zurückzukehren. Um den theoreti-
schen Teil abzuschließen, erfolgt hier die Anpassung der Modellgleichung (4.37). Die
Voraussetzungen für die vereinfachte Betrachtung und die Vorgehensweise zur Erfas-
sung der proportionalen Dämpfung werden im Abschnitt 4.1.5 beschrieben. Ein we-
sentliches Merkmal proportional gedämpfter Systeme ist, dass der Realteil Ui jk der in
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Das Verschwinden von Ui jk in (4.36) wird deutlich, indem man zunächst für die Modal-
matrizen und Eigenvektoren V=V∗ ∈R bzw. vik = v∗ik ∈R setzt. Anschließend können
ak und a∗k für die proportionale Dämpfung angegeben werden. Die einzelnen Summan-
den in (4.20a) und (4.20b) sind dann diagonale Matrizen, so dass ak = dk + 2mk λk
und a∗k = dk + 2mk λ
∗
k geschrieben werden kann. Mit den üblichen Beziehungen dk =
2mk δk sowie λk = −δk + jωdk bzw. λ ∗k = −δk − jωdk ergibt sich ak = j2mk ωdk und





= jWi jk (4.39)





Durch Einsetzen in Gleichung (4.38) entsteht die Schreibweise (4.14) für den propor-
tionalen Dämpfungsfall.
4.1.2. Vorgehen bei der Identifikation des Schwingdeckels
Zur Identifikation modaler Parameter haben sich verschiedene Klassen von Verfahren
herausgebildet. In dieser Arbeit wird zur Bestimmung der Eigenfrequenzen, Eigenvekto-
ren und Dämpfungen die Phasentrennungstechnik verwendet. Dabei muss eine Nicht-
parametrische und darauf aufbauend eine Parametrische Identifikation des Schwing-
deckels durchgeführt werden. Als Nichtparametrische Identifikation wird die messtech-
nische Bestimmung systemspezifischer Funktionen bezeichnet. Hier dienen gemessene
Übertragungsfunktionen Hi j(jΩ) zur Berechnung der modalen Parameter. Dabei ist
es nicht notwendig, sämtliche Funktionsverläufe der Matrix H(jΩ) zu messen. Beim
Schwingdeckel genügt die Messung einer Zeile oder einer Spalte, da H(jΩ) symmetrisch
ist. Dies ist z. B. bei auftretender Kreiselwirkung nicht der Fall (vgl. [75]). Hier sind
alle Eigenkreisfrequenzen, Dämpfungsparameter sowie sämtliche Elemente der Eigen-
vektoren in einer Zeile oder einer Spalte von H(jΩ) zu finden (vgl. Gleichung (4.35)).
Zur Ermittlung einer Übertragungsfunktion Hi j(jΩ) muss die zu untersuchende Struk-
tur, beschrieben durch (4.1), im Punkt j mit der Kraft p j(t) angeregt und die Antwort
im Punkt i, d.h. xi(t) gemessen werden. Die naheliegendste Vorgehensweise ist die
Verwendung harmonischer Erregersignale. Durch die sukzessive Erhöhung der Erreger-
frequenz wird der Funktionsverlauf Hi j(jΩ) für diskrete Frequenzwerte erfasst. Diese
Vorgehensweise ist jedoch sehr aufwändig. Die Anzahl der durchzuführenden Einzel-
messungen ergibt sich aus der Diskretisierung der Struktur und zusätzlich aus der Brei-
te und Diskretisierung des betrachteten Frequenzbereichs. Hier erfolgt die Anregung
durch einen Kraftimpuls mit Hilfe eines Impulshammers. Die gewählte Anregungsart
ist einfach zu realisieren und führt schnell zum Ergebnis. Im Gegensatz zur harmoni-
schen Anregung regt ein Hammerimpuls ein breites Frequenzspektrum an, so dass ein
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Element Hi j(jΩ) theoretisch mit einer Messung bestimmt werden kann. Eine ebenfalls
sehr effiziente Methode ist die der stochastischen Anregung, da ebenfalls ein breitban-
diges Erregersignal vorliegt. Hier ist im Vergleich zur Impulsanregung der Nachteil in
der schwierigeren Realisierung zu sehen, da die Anbindung eines externen Shakers am
Schwingdeckel erforderlich ist.
Die Messung des Erregersignals erfolgt mit dem im Impulshammer integrierten Mess-
aufnehmer. Für die Bestimmung der Auslenkung wird ein Laservibrometer verwendet.
Sowohl das Vibrometer als auch das Messobjekt befinden sich bei den Messungen auf ei-
nem Schwingfundament. Das Vibrometer kann alle diskreten Messpunkte automatisch
anfahren. Aus diesem Grund bietet es sich an, die Struktur in einem Punkt anzuregen
und an allen anderen Stellen die Auslenkung zu messen, d.h. die Funktionsverläufe
einer Spalte der Systemübertragungsmatrix zu bestimmen. Auch die Handhabung des
Impulshammers vereinfacht sich bei der Anregung nur eines Punktes.
Aus der Diskretisierung des Messobjekts resultiert die Dimension der Systemübertra-
gungsmatrix und damit die Menge der zu bestimmenden Übertragungsfunktionen. Ab-
bildung 4.1 zeigt die Diskretisierung des Schwingdeckels. Die quadratische Oberfläche
der Schwingplatte wird zunächst durch ein gleichmäßiges Netz aus 5×5 Messpunkten
nachgebildet. Ein wichtiger Aspekt bei der Durchführung der Modalanalyse ist, dass die
Anregung der Struktur nicht auf Knotenlinien relevanter Eigenformen erfolgen darf, da
diese so nicht angeregt und demzufolge nicht identifiziert werden. Nun sind die genauen
Eigenformen vor der Analyse unbekannt. Häufig stimmen jedoch die Knotenlinien mit
Symmetrieachsen der Struktur überein. Bei der Diskretisierung von 5×5 Messpunkten
bleiben damit nur 8 Möglichkeiten für die Wahl des Anregungsortes. Da die Dynamik
der Struktur an diesen Stellen Doppelschläge stark begünstigt, werden zwei weitere
Punkte definiert (Punkte 26 und 27), die auf keiner Symmetrielinie liegen und ein-
fach anzuregen sind. Die Systemübertragungsmatrix hat damit die Dimension 27×27.
Durch die Festlegung der zwei Anregungsorte werden zwei Spalten von H(jΩ) gemes-
sen. Es ergeben sich zwei Sätze der modalen Parameter und es sind Aussagen über die
Reproduzierbarkeit der Messergebnisse möglich. Zudem können wegen der Nähe der
Anregungsorte zu verschiedenen Symmetrieachsen schlechte Identifikationsergebnisse
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Abb. 4.1.: Diskretisierung des Schwingdeckels, Darstellung der Symmetrieachsen und Kennzeichnung der
Einspannung – Anregungsorte sind die Punkte 26 und 27.
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Die Diskretisierung bestimmt die modale Auflösung. Aus den 27 Messstellen resultieren
27 mechanische Freiheitsgrade und es sind theoretisch 27 Eigenfrequenzen, Dämpfungs-
maße und Eigenvektoren bestimmbar. Allerdings sind nicht alle Parameter messtech-
nisch erfassbar und relevant, da nur wenige Eigenformen einen wesentlichen Anteil an
den auftretenden Betriebsschwingformen haben. Wegen der feinen Diskretisierung sind
jedoch die bedeutenden Eigenformen besser darstellbar und identifizierbar.
Für die Modalanalyse wurde eigens eine Prüfkonstruktion entworfen. So ist es möglich,
weitere Schwingdeckel zu untersuchen, ohne die bestehende Erregereinheit zu demon-
tieren. Bei der Prüfkonstruktion werden die gleichen Randbedingungen wie bei der
Erregereinheit realisiert, da die modalen Parameter eines Systems wesentlich von den
Randbedingungen abhängen. Die Einspannung des Schwingdeckels (vgl. Abbildungen
2.1 und 4.1) wird als raumfest und starr angesehen.
4.1.3. Durchführung der Nichtparametrischen Identifikation
Eine wichtige Maßnahme bei der Bestimmung von Frequenzgängen ist die der Mit-
telung. Wegen der breitbandigen Anregung ist die Berechnung eines Frequenzganges
prinzipiell durch Anwendung der diskreten Fourier-Transformation auf eine einzelne
Messung des Ein- und Ausgangssignals und anschließende Quotientenbildung möglich,
liefert aber im Allgemeinen stark fehlerbehaftete Ergebnisse [61]. In der Praxis ist es
notwendig, mehrere Versuche durchzuführen und geeignet zu mitteln. Als Auswerte-
formalismus kommt der sogenannte Zwei-Kanal-FFT-Analysator zur Anwendung, der
in gängigen Datenerfassungssystemen implementiert ist. Die Realisierung des Analysa-
tors wird im Folgenden kurz dargelegt. Die praktische Arbeitsweise ist in [5] beschrie-
ben, grundlagenorientierte Erläuterungen sind in [61] zu finden.
Es werden insgesamt n Eingangs- und Ausgangszeitschriebe erfasst, ggf. durch Fenster-
funktionen bewertet und mittels FFT transformiert, wobei n die Anzahl der Mittelun-
gen angibt. Auf die Indizierung als Hinweis auf die Messstelle i und die Anregestelle j
wird vorübergehend verzichtet. Nach jeder k-ten Einzelmessung werden die Leistungs-
spektren P∗k (jΩ) · Pk(jΩ), X∗k (jΩ) · Xk(jΩ) sowie P∗k (jΩ) · Xk(jΩ) und X∗k (jΩ) · Pk(jΩ)
gebildet. Sind alle n Messungen abgeschlossen, ergeben sich die reellen Autoleistungs-




































Sxpk(jΩ) ; Sxpk(jΩ) ∈ C ; k = 1,2, ...,n. (4.44)
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Da die Autoleistungsspektren reell und die Kreuzleistungsspektren zueinander kon-
jugiert komplex sind, wird mit (4.45) und (4.46) die Phasenbeziehung zwischen Ein-
und Ausgangssignal identisch berechnet. Beide Näherungen unterscheiden sich ledig-
lich im Betrag voneinander. Die Näherung H1(Ω) wird hauptsächlich durch Rauschen
im Eingangssignal verfälscht und ist betragsmäßig kleiner als die gesuchte Funktion
H(Ω). Stochastisches Rauschen im Ausgangssignal wird mit steigendem n bei der Be-
rechnung von H1(Ω) eliminiert. Tritt also kein Eingangsrauschen auf, dann konvergiert
H1(Ω) mit zunehmender Anzahl von Mittelungen gegen das gesuchte H(Ω) [5]. Aus-
gangsseitiges Rauschen beeinflusst vornehmlich H2(Ω), wobei |H2(Ω)| > |H(Ω)| gilt.
H2(Ω) konvergiert mit zunehmender Anzahl der Mittelungen gegen H(Ω), wenn nur
das Eingangssignal verrauscht ist. Bei Rauschanteilen im Ein- und Ausgangssignal bil-
den H1(Ω) und H2(Ω) das Konfidenzintervall |H1(Ω)|< |H(Ω)|< |H2(Ω)| [5]. Ein Maß,
wie viele Störungsanteile in den Messsignalen enthalten sind, kann mit der Kohärenz-



















; 0≤ γ ≤ 1. (4.47)
Für γ(Ω) erhält man wegen |H1(Ω)| < |H(Ω)| < |H2(Ω)| einen Funktionsverlauf zwi-
schen 0 und 1. Werte nahe 1 deuten auf ein gutes Verhältnis zwischen den eigentlichen
Messsignalen und vorhandenen Störungsanteilen. Die Kohärenzfunktion ist somit ein
wichtiges Hilfsmittel bei der Bewertung der Messergebnisse. Da die Messergebnisse
der Resonanzbereiche vornehmlich in die Parametrische Identifikation einfließen, ist
besonders dort auf hohe Kohärenzwerte zu achten.
In der Datenerfassungssoftware sind die Einstellungen zur Mittelung sowie zur Mes-
sung und Transformation der Ein- und Ausgangssignale vorzunehmen. Die wichtigsten
Einstellungen sind in Tabelle 4.1 aufgeführt und werden im Folgenden kurz erläutert.
Schlagkalotte, Bandbreite, Abtastfrequenz, Abtastzeit In den Frequenzgängen
des Schwingdeckels treten drei Resonanzstellen im Frequenzbereich 80Hz≤ f ≤ 180Hz
mit signifikanten Amplituden auf, wobei die 2. und 3. Resonanz nahe beieinander liegen.
Begünstigt durch die spezielle Konstruktion des Schwingdeckels (vgl. Abbildung 2.1)
können die zugehörigen Eigenformen nahezu als Starrkörperbewegung der Schwing-
platten interpretiert werden. Bei niedrigeren Frequenzen sind keine Resonanzen zu
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Tab. 4.1.: Einstellungen und Festlegungen bei den Messungen zur Nichtparametrischen Identifikation
Messbereich p j(t) 2,236V bei 10mV/N =̂ 223,6N




Anzahl FFT-Linien mFFT 6400
Frequenzschrittweite ∆ f 500mHz
Messdauer T 2,0s
Abtastzeit ∆ t ≈ 0,122ms
betrachteter Frequenzbereich 80Hz≤ f ≤ 180Hz mit 3 Resonanzen
Triggersignal p j(t)
Pretrigger-Zeit tpre 100ms
Fenster w̄p für p j(t) wp(t) = 1 für 99,50ms < t < 100,7ms
ansteigende Flanke in 99,20ms < t < 99,50ms
abfallende Flanke in 100,70ms < t < 101,00ms
Fenster w̄x für xi(t) wx(t) = e−δw (t−99,50ms) für t > 99,50ms; δw = 2s−1
ansteigende Flanke in 49,50ms < t < 99,50ms
Durchgeführte Messungen Hi j(Ω) i = 1,2, ...,27; j = 26,27
Anzahl der Mittelungen 10
Näherung für H H1
beobachten. Höhere Resonanzen liegen bei über 1200Hz, wobei die zugehörigen Eigen-
moden Verformungen der Schwingplatten darstellen. Die Amplituden sind jedoch sehr
klein, so dass diese Moden vernachlässigt werden. Für die Anregung des Schwingde-
ckels eignet sich eine Kunststoffkalotte, da das damit erzeugte Spektrum im Bereich
der wesentlichen Resonanzen kaum abfällt. Die Einwirkdauer des Hammerschlages be-
trägt ungefähr 1ms. Da auch der Hammerimpuls ausreichend abzutasten ist, muss
die Abtastfrequenz fabt entsprechend groß gewählt werden. In gängigen Softwaresys-
temen berechnet sich die Abtastfrequenz aus dem 2,56-fachen der Bandbreite fBW.
Die Bandbreite wird großzügig festgelegt. Aus dem gewählten Wert ergeben sich die
Abtastfrequenz und die Abtastzeit.
Messbereiche Bei der Festlegung der Messbereiche ist zu beachten, dass die Struk-
tur nicht zu stark angeregt wird, da sich der Schwingdeckel bei großen Amplituden
nicht linear verhält. Die lineare Betrachtung des Schwingdeckels als Voraussetzung für
die Modalanalyse ist auch in Hinblick auf die spätere Nutzung keine unzulässige Ein-
schränkung, da der dynamische Hub der Aktoren nicht mehr als ±30µm beträgt. Die
unter dieser Bedingung auftretenden Signalstärken bestimmen die Messbereiche.
Anzahl der FFT-Linien, Frequenzschrittweite, Messdauer Die Anzahl der FFT-
Linien mFFT bestimmt bei gewählter Bandbreite die Frequenzschrittweite ∆ f und die
Messdauer T . Eine lange Messzeit ist insofern von Bedeutung, dass am Ende der Mess-
zeit die Antwort auf den Hammerimpuls weitgehend abgeklungen sein sollte.
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Triggerung Es ist sinnvoll, die Datenerfassung mit dem Hammerimpuls als Trigger-
signal zu starten. Die Verwendung des Kraftsignals erfordert eine Pretrigger-Zeit tpre.
Auf diese Weise beginnt die Datenerfassung vor dem Erreichen der Triggerschwelle und
der Impuls wird nicht abgeschnitten.
Kraftfenster Die Einwirkdauer des Kraftstoßes beträgt hier etwa 1ms. Bedingt durch
die Pretrigger-Zeit verläuft das eigentliche Kraftsignal innerhalb des Intervalls 99,50ms
< t < 100,70ms. In diesem Zeitfenster wird die Kraftfunktion konstant mit 1 bewertet.
Um sprunghafte Signalabschneidungen zu vermeiden, werden Anstiegs- und Abfall-
zeiten festgelegt. Außerhalb des Zeitfensters werden Störsignale eliminiert.
Exponentialfenster Da das Antwortsignal in der Messzeit nicht ausreichend abklingt,
wird es mit einem Exponentialfenster bewertet. Die Abklingkonstante des Fensters wird
mit δw bezeichnet. Aufgrund der Pretrigger-Zeit wird die Fensterfunktion angepasst
und vor dem Auftreten des Antwortsignals eine ansteigende Flanke definiert.
Mittelung, Näherung Eine Systemübertragungsfunktion wird hier aus 10 Mitte-
lungen berechnet. Aufgrund der Diskretisierung des Deckels und der Wahl von zwei
Anregungspunkten sind somit 540 Schlaganregungen durchzuführen. Als Messergebnis
wird die Näherung H1(Ω) verwendet, da ausgangsseitig mit höheren Rauschanteilen
zu rechnen ist. Das Kraftsignal hat nur kurzzeitig Werte ungleich Null, die auch bei
wiederholten Messungen in einem ähnlichen Wertebereich liegen. Der Messbereich ist
hier besser der Signalstärke anzupassen. Zudem wird Rauschen für den Großteil der
Messdauer durch das Kraftfenster unterdrückt. Die Näherung H1(Ω) als Mittelungs-
ergebnis zu verwenden, entspricht auch der Empfehlung in [65].
4.1.4. Ergebnisse der Nichtparametrischen Identifikation
Aus den 540 Einzelmessungen resultieren 54 Übertragungsfunktionen Hi j(Ω) für i =
1,2, ...,27 und j = 26,27. Die Nummerierung der Punkte in Abbildung 4.1 entspricht der
Messreihenfolge. Aus den Messungen 1 bis 27 entstehen die Übertragungsfunktionen
H126, ...,H2726 und aus den Messungen 28 bis 54 die Funktionen H127, ...,H2727. Zur Ein-
schätzung der Güte der ermittelten Kurvenverläufe wird der relevante Frequenzbereich
80Hz≤ f ≤ 180Hz betrachtet (vgl. Tabelle 4.1). Die ermittelten Übertragungsfunktio-
nen können in drei Qualitätsstufen eingeteilt werden. Die Kohärenzfunktion γ2(Ω) weist
beim überwiegenden Teil der Messergebnisse über das komplette Intervall Werte nahe
1 auf. Bei einigen Messungen sind dagegen scharfe Einbrüche zu erkennen. Da die Para-
metrische Identifikation in einem engen Frequenzband um die Resonanzbereiche erfolgt,
kann hier nochmals unterschieden werden. Befinden sich die schlechten Kohärenzwerte
außerhalb der Intervalle1 96Hz < f < 106Hz (1. Resonanz) und 151Hz < f < 165Hz
(2., 3. Resonanz), ist dies unkritisch. Bei insgesamt 8 Übertragungsfunktionen sinken
im Bereich der 2. und 3. Resonanz Kohärenzwerte unter eine hier definierte Gren-
ze von 0,75. Die wenigen Messwerte, die das betrifft, werden bei der Parametrischen
Identifikation nicht berücksichtigt.
1Die Parameteridentifikation in Abschnitt 4.1.5 wird mit den Messwerten dieser Intervalle durchgeführt.






























































































Abb. 4.2.: Zeitfunktionen des Kraftsignals p26(t) und des Auslenkungssignals x11(t) und Bewertung durch
die Fensterfunktionen wp(t) bzw. wx(t) bei Messung 11 – links: Zeitsignale über die Messdauer T ; rechts:





































Abb. 4.3.: Beträge des Ein- und Ausgangsspektrums P26( f ) bzw. X11( f ) einer Einzelmessungen und Betrag
der Näherung H1( f ) sowie die Kohärenzfunktion γ2( f ) bei Messung 11 – Ergebnisse für die Übertragungs-
funktion Hi j( f ) mit i = 11 und j = 26 aus Anregungen p26(t) und Antworten x11(t)
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Exemplarisch werden die Ergebnisse einer Messung mit kritischen Kohärenzwerten dar-
gestellt. Die Messung der Auslenkung erfolgte im Punkt 11, die Anregung im Punkt
26. Die Zeitfunktionen sind in Abbildung 4.2 abgebildet und machen die Notwendigkeit
der Fensterfunktionen deutlich. Beim Kraftverlauf sind Störanteile erkennbar, die aus
dem Nachschwingen des Impulshammers resultieren. Die Fensterfunktion wp(t) entfernt
diese Anteile. Die Antwortfunktion klingt innerhalb der Messzeit nicht ausreichend ab,
was die Bewertung durch wx(t) notwendig macht.
Abbildung 4.3 zeigt die Beträge des Kraft- und des Auslenkungsspektrums Pj(Ω) bzw.
Xi(Ω). Die Spektren ergeben sich durch Transformation der bewerteten Zeitverläufe
p j(t)wp(t) und xi(t)wx(t). Wie gefordert, ist das Spektrum der Kraftanregung im be-
trachteten Frequenzband praktisch konstant. Zudem zeigt Abbildung 4.3 den Betrag
der Näherung H1(Ω) sowie die Kohärenzfunktion γ2(Ω). Die Diagramme ergeben sich
aus den Gleichungen (4.45) und (4.47). An den Messergebnissen ist der hier typische
Einbruch der Kohärenzfunktion bei etwa 153,5Hz zu erkennen. Die Unstimmigkeiten
können auf Nichtlinearitäten zurückgeführt werden, die z. B. aus einem nicht idealen
Kontakt zwischen den Schwingplatten und dem Stahlblech resultieren [82].
4.1.5. Durchführung der Parametrischen Identifikation
Zur Bestimmung der modalen Parameter werden zunächst grundlegende Annahmen
und Festlegungen getroffen. Anschließend erfolgt die Beschreibung der programmtech-
nischen Umsetzung der Identifikation.
Annahmen und Festlegungen Die Grundlage zur Berechnung der modalen Größen
sind die Gleichungen der Systemübertragungsfunktionen (4.37) mit den darin enthal-
tenen Parametern ωdk, δk sowie Ri jk. Die Anpassung der Funktionen an die gemes-
senen Übertragungsfunktionen liefert zunächst diese Parameter, wobei zusätzlich die
exponentielle Fensterung zu berücksichtigen ist. Nachfolgend werden die Bedingungen
erläutert, unter denen daraus die Parameter ~vk, f0k sowie Dk hervorgehen.
Die Eigenvektoren ~vk sind äquivalent zu den komplexen Residuen Ri jk. Wird der Spal-
tenindex j fixiert, ergibt sich im allgemeinen Dämpfungsfall der k-te Eigenvektor aus





R1 jk,R2 jk, ...,RN jk
)
; j = konst. ; k = 1,2, ...,N. (4.48)
Für jedes k tritt der Quotient ak/v jk als konstanter Faktor auf, der bei der Bestim-
mung von Eigenvektoren als frei wählbarer Parameter zu sehen ist. Grundsätzlich er-
hält man aus jeder gemessenen Übertragungsfunktion Hi j(Ω) genau N Residuen (vgl.
Gleichung (4.37)). Somit ergeben sich aus der gesamten Systemübertragungsmatrix
H(Ω) N Residuenmatrizen. In jeder Spalte und Zeile der k-ten Residuenmatrix stehen
Vielfache des k-ten Eigenvektors. In Gleichung (4.48) wird die j-te Spalte der k-ten
Residuenmatrix zur Angabe des entsprechenden Eigenvektors benutzt.
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Die Eigenfrequenzen f0k und Dämpfungswerte Dk sind globale Größen der Struktur [82].
Sie können durch Messung eines Elements der Übertragungsmatrix ermittelt werden
und gehen aus den Parametern ωdk, δ̄k und der Abklingkonstante des exponentiellen


















)2 ; k = 1,2, ...,N . (4.50)
Es sind die Systemparameter im Frequenzbereich von 80Hz bis 180Hz relevant. In die-
sem Intervall enthalten die Übertragungsfunktionen drei Resonanzen (vgl. Abbildung
4.3). Die zweite und dritte Eigenform des Schwingdeckels sind aufgrund der quadrati-
schen Konstruktion modal gekoppelt. Zur Parameteridentifikation ergibt sich basierend














Ru i j Ω2
+Ro i j. (4.51)
Die Restparameter Ru i j und Ro i j erfassen den Einfluss von Schwingformen unterhalb
bzw. oberhalb des betrachteten Frequenzbandes [82]. Die sogenannten „out of band -
modes“ werden nicht berücksichtigt. Unterhalb von 80Hz sind keine Resonanzen zu ent-
decken, d.h. Ru i j→∞. Ebenso ist eine Kopplung höherer Moden, die bei über 1200Hz
mit schwachen Amplituden auftreten, praktisch ausgeschlossen, d.h. Ro i j ≈ 0.
Eine wesentliche Vereinfachung wird damit getroffen, indem für den Schwingdeckel
komplexe Schwingformen ausgeschlossen werden. Diese zeichnen sich anschaulich da-
durch aus, dass die Phasenverschiebung zwischen den einzelnen Freiheitsgraden bei
Schwingungen in den Eigenformen weder 0◦ noch 180◦ beträgt. Optisch sind komplexe
Moden dadurch zu erkennen, dass die Knotenlinien bzw. Knotenpunkte der Eigen-
schwingungen nicht ortsfest sind. Um Fehlinterpretationen auszuschließen, ist beim
Schwingdeckel eine genauere Betrachtung erforderlich. Untersucht man eine Struktur,
deren Eigenschwingungen modal entkoppelt sind, dann entspricht die Betriebsschwing-
form bei den entsprechenden Eigenfrequenzen nahezu der zugehörigen Eigenform. Lie-
gen Eigenfrequenzen nahe beieinander, ist die Identifikation der Eigenformen auf die-
se Weise nicht möglich. Hier wirkt sich die modale Kopplung der zweiten und drit-
ten Eigenform derartig aus, dass die Betriebsschwingformen des Schwingdeckels bei
resonanznahen Frequenzen eine taumelnde Bewegung darstellen. Es sind also Knoten-
linien zu erkennen, die nicht ortsfest sind. Die Ursache dafür liegt in der Überlagerung
der zweiten und dritten Eigenform und nicht in nichtproportionaler Dämpfung. Der
Schwingdeckel ist ein System mit schwacher Materialdämpfung, bei dem eine Dämpfung
konstruktiv nicht vorgesehen und deshalb nur schwach ausgebildet ist. Für derartige
Konstruktionen ist die Formulierung der Dämpfungsmatrix als Vielfaches der Massen-
und Steifigkeitsmatrix, d.h. die Annahme proportionaler Dämpfung berechtigt [19].
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Dagegen sind komplexe Eigenformen z.B. dann anzutreffen, wenn an proportional ge-
dämpfte Strukturen lokale Dämpfer angebracht werden [6]. Demnach können gemäß
Abschnitt 4.1.1 die Realteile Ui jk der Residuen Ri jk Null gesetzt werden. Anstelle der
Modellgleichung (4.37) wird hier die vereinfachte Form (4.38) zu Grunde gelegt. Die














≤ 180Hz . (4.52)
Ein geeignetes Identifikationsverfahren liefert basierend auf Gleichung (4.52) die Para-
meter Wi jk, ωdk und δ̄k. Die Berechnung der gesuchten Parameter f0k und Dk erfolgt
für k = 1,2,3 mit den Gleichungen (4.49) bzw. (4.50). Die Imaginärteile Wi jk der Re-
siduen sind in Übereinstimmung mit Gleichung (4.48) proportional zu den gesuchten





W1 jk,W2 jk, ...,W27 jk
)
; j = konst. ; k = 1,2,3 (4.53)
zur Berechnung der Eigenvektoren. Für k = 1, 2 bzw. 3 ist der Term −2mk ωdk/v jk als
konstanter Faktor zu sehen.
Die eindeutige Angabe der Eigenvektoren ist mit (4.53) nicht möglich. Wie beim Lö-
sen eines Eigenwertproblems ist jeder Eigenvektor mit einem beliebigen Skalierungs-
faktor multiplizierbar. Beschränkt man sich auf proportional gedämpfte Systeme, dann
sind die mit den Diagonalisierungen (4.7), (4.8) und (4.9) berechneten modalen Mas-
sen mk, Dämpfungszahlen dk und Steifigkeitszahlen ck von der Wahl des Skalierungs-
faktors abhängig. Demnach beinhaltet z.B. eine modale Masse keine Aussage über die
physikalische Dimension eines Systems. Üblicherweise wird so skaliert, dass sämtliche
Modalmassen den dimensionslosen Wert 1 besitzen. Die Diagonalmatrix Mg entspricht
somit der Einheitsmatrix und in Analogie zum Einfreiheitsgradsystem sind auf den
Hauptdiagonalen der Matrizen Dg und Kg die Einträge 2δk bzw. ω20k zu finden. Zur
Berechnung der Eigenvektoren mit Gleichung (4.53) ist neben ωdk und mk zusätzlich
das Element v jk mit j = konst. erforderlich. Derselbe Wert ist auch an der entsprechen-
den Stelle des Eigenvektors ~vk, der aus den Elementen vik besteht, für i = j zu finden.
Aus vik v jk =−2mk ωdk Wi jk nach (4.40) folgt somit
v jk =
√
−2mk ωdk Wi jk ; i = j = konst. . (4.54)






W1 jk,W2 jk, ...,W27 jk
)
; j = konst. ; k = 1,2,3 . (4.55)
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Die Bestimmung der Dämpfungsparameter ist häufig mit großen Unsicherheiten be-
haftet. Mit der Annahme reeller Schwingformen geht die Gültigkeit der Bequemlich-
keitshypothese D= α1 M+α2 K einher. Der skalare Proportionalitätsfaktor α1 erfasst
den Einfluss äußerer Dämpfung, die durch die Bewegung einer Struktur in einem Me-
dium auftritt [19]. Die äußere Dämpfung des Schwingdeckels wird zwar nur durch Luft
hervorgerufen, dennoch zunächst als vorhanden betrachtet. Der Term α2 K erfasst die
innere Werkstoffdämpfung [19], die aufgrund der Verformung der seitlich überstehen-
den Stahlblechstreifen (vgl. Abbildung 2.1) zu berücksichtigen ist. Durch Anwendung
der Bequemlichkeitshypothese und der Einfreiheitsgradtheorie sind aus den Diagonali-
sierungen (4.7), (4.8) und (4.9) die folgenden Zusammenhänge ableitbar:
dk = α1 mk +α2 ck → 2δk = 2Dk ω0k = α1+α2 ω20k . (4.56)
Daraus ergibt sich die Abhängigkeit der Lehrschen Dämpfungsmaße Dk von den Fak-







ω0k α2 . (4.57)
Bei Versuchen mit harmonischen Schwingungen hat sich für Stahl und andere Metalle
herausgestellt, dass der Faktor α2 in etwa die Abhängigkeit α2 =α20/Ω von der Erreger-
kreisfrequenz aufweist. Die Abhängigkeit ist annähernd auch auf das Abklingverhalten
der Eigenschwingungen anwendbar, so dass Ω := ω0k gesetzt werden darf [19]. Für die







α20 ; k = 1,2,3 . (4.58)
Die Anwendung der Bequemlichkeitshypothese macht es zum einen möglich, die Dämp-
fungseigenschaften eines Systems mit Hilfe von zwei Parametern zu beschreiben. Zum
anderen ist die Einarbeitung der Bequemlichkeitshypothese in den Identifikations-
formalismus notwendig. Trotz des Ansatzes Ri jk = jWi jk sind ohne diese Nebenbedingung
beliebige Dämpfungsparameter bestimmbar, die im Widerspruch zur Annahme reeller
Eigenformen stehen. Auf die Gültigkeit von Gleichung (4.50) wirkt sich die Anwendung
der Bequemlichkeitshypothese nicht aus, d.h., bei der Bestimmung der Systemdämp-
fung ist (4.50) gemeinsam mit Gleichung (4.58) zu berücksichtigen.
Schließlich sind drei Eigenfrequenzen f0k, drei über die Parameter α1 und α20 abhängige
Lehrsche Dämpfungen Dk sowie drei Eigenvektoren ~̄vk mit jeweils 27 reellen Elementen
gesucht. Zur Anpassung der Modellfunktionen an die gemessenen Funktionsverläufe
wird das Gaußsche Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate verwendet. Die modalen





Hi j (Ω = 2π( fu+ r ∆ f ))−Hi j,r
]2→Min. ; fu ≤ Ω2π ≤ fu+(mme−1)∆ f (4.59)
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unter den diskutierten Voraussetzungen hervor. In (4.59) ist mme die Anzahl der Funk-
tionswerte im betrachteten Frequenzintervall mit der unteren Grenze fu. Die gesuchten
Parameter sind als Variablen in der Modellfunktion Hi j(Ω) nach Gleichung (4.52) ent-
halten. Die relevanten Messdaten der zugehörigen Übertragungsfunktion H1 werden mit
Hi j,r bezeichnet. Die Optimierungsaufgabe (4.59) ist für i = 1,2, ...,27 und j = 26,27
durchzuführen. Dazu wird die Matlab-Funktion lsqnonlin verwendet.
Die Bestimmung der Parameter kann nicht auf einmal mit Hilfe der Daten des gesam-
ten Frequenzbandes 80Hz≤ f ≤ 180Hz erfolgen. Die Optimierungsaufgabe ist auf diese
Weise nicht eindeutig lösbar. Es müssen schmale Frequenzbänder um die vorhandenen
Resonanzbereiche definiert werden. Der Grund dafür ist, dass das Übertragungsverhal-
ten in Resonanznähe vordergründig nur von den zugeordneten Moden bestimmt wird.
Anschließend ist für jeden Bereich die Optimierung mit den entsprechenden Termen der
Modellfunktion durchzuführen. Wegen der modalen Kopplung des zweiten und dritten
Modes ergeben sich hier zwei Bereiche. Der erste Bereich schließt die erste Resonanz ein
und die Optimierung (4.59) liefert mit der Modellfunktion (4.52) für k = 1 die modalen
Parameter des ersten Modes. Die Bestimmung der übrigen Parameter ist nur gekoppelt
möglich und die Modellfunktion (4.52) geht mit k = 2 und 3 in (4.59) ein.
Vorgehen bei der Parameterbestimmung – 1. Mode Zunächst wird die erste Re-
sonanzfrequenz mit etwa 101Hz aus der Überlagerung aller gemessenen Frequenzgänge
abgelesen (Peak Picking). Der Frequenzbereich um die Resonanzspitze sollte nicht zu
breit sein, da so benachbarte Moden bei den kleineren Randamplituden an Einfluss
gewinnen. Daraus resultiert eine schlechte Anpassung der Modellfunktionen an der Re-
sonanzspitze. Bei einem zu schmalen Band ist dagegen die Anpassung außerhalb dieses
dünnen Bandes nicht befriedigend. Es wird der Frequenzbereich 96Hz ≤ f ≤ 106Hz
zur Identifikation der Parameter für k = 1 gewählt. Aufgrund der Frequenzschrittweite
von 0,5Hz liegen 21 komplexe Messwerte pro Übertragungsfunktion vor. Da im Be-
reich der ersten Resonanz keine schlechten Kohärenzwerte vorhanden sind, fließen alle
vorhandenen Messdaten in die Berechnung ein. Mit der Notation H(k)i j (Ω) zur Angabe































wobei eine Aufspaltung in Real- und Imaginärteil erfolgt. Die Modellfunktion ist von
den gesuchten Parametern Wi j1, ωd1 und δ̄1 sowie der Kreisfrequenz Ω abhängig:




Ω, Wi j1, ωd1, δ̄1
)
. (4.61)
Die Startwerte werden wie folgt ermittelt. Die Betragsfunktion von H(1)i j (Ω) besitzt
ein Maximum an der Stelle Ωmax =
√
ω2d1− δ̄ 21 mit |H
(1)
i j |max = |Wi j1|/δ̄1. Unter der
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Voraussetzung entkoppelter Moden können daraus für Wi j1 und ωd1 die Startwerte





1start ; 96Hz≤ f ≤ 106Hz (4.63)
abgeleitet werden. Das stets negative Vorzeichen in (4.62) resultiert aus Gleichung (4.40)
und der Überlegung, dass alle Strukturpunkte im ersten Mode gleichphasig schwingen
(vi1 v j1 > 0 ∀ i, j). Sowohl in Gleichung (4.62) als auch (4.63) ist der Startwert δ̄1start
noch unbekannt. Zur überschlägigen Bestimmung des Dämpfungsparameters wird die
3dB-Resonanzbreite der Übertragungsfunktionen herangezogen. Die Resonanzbreite
entspricht dem Abstand der beiden Kreisfrequenzen Ωli und Ωre, bei denen die Am-
plitude das 1/
√
2-fache des Maximalwertes beträgt. Dies entspricht einer Leistungs-





gewählt werden [79]. Aufgrund der genauen Bestimmung der Startwerte bewirkt die
Optimierung mittels (4.60) nur geringfügige Änderungen der Parameter. Der Grund für
die Änderungen ist, dass die Messwerte in diskreten Abständen vorliegen. Somit gilt
z. B. |H(1)i j |max 6= max{|Hi j,r|}. Die ermittelten Werte für Wi j1, ωd1 und δ̄1 sind nicht die
Ergebnisse der Optimierungsaufgabe. Die Parameter ωd1 und δ̄1 sind globale Parameter
und für jede Funktion H(1)i j (Ω) identisch. Aus den vielen, zunächst verschiedenenWerten
von ωd1 bzw. δ̄1 wird der arithmetische Mittelwert gebildet. Die Mittelwerte führen mit
den Gleichungen (4.49) und (4.50) auf die Parameter f01 und D1. Um die Imaginärteile
Wi j1 der Residuen zu erhalten, wird der Optimierungsalgorithmus für sämtliche i =
1,2, ...,27 und j = 26,27 wiederholt, wobei diesmal nicht (4.61), sondern







unter Vorgabe der Mittelwerte von ωd1 und δ̄1 gilt. Letztendlich liefert Gleichung (4.55)
den massennormierten Eigenvektor ~̄v1.
Vorgehen bei der Parameterbestimmung – 2. und 3. Mode Die Bandbreite für
die Anpassung der Modellfunktionen an die Messwerte wird mit 151Hz ≤ f ≤ 165Hz
festgelegt. Es stehen somit 29 Messwerte pro Übertragungsfunktion zur Verfügung.
Messwerte, deren Kohärenz einen niedrigeren Wert als 0,75 aufweist, werden für die
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Die Modellfunktion ist gemäß




Ω, Wi j2, Wi j3, δ̄2, δ̄3
)
(4.67)
neben der Kreisfrequenz lediglich von δ̄2, δ̄3 sowie Wi j2, Wi j3 abhängig. Die Eigen-
kreisfrequenzen können nicht einfach in die Zielfunktion einfließen, da für einzeln be-
trachtete Funktionen Hi j(Ω) die Ergebnisse mehrdeutig sind. Um dem entgegenzu-
wirken, wird für jede Übertragungsfunktion Hi j(Ω) die obige Optimierung für vor-
gegebene Werte von ωd2 und ωd3 mehrmals durchgeführt. Durch Überlappung al-
ler gemessenen Übertragungsfunktionen sind in etwa die Werte 2π · 156,5s−1 bzw.
2π · 160,5s−1 für die gedämpften Eigenkreisfrequenzen ωd2 und ωd3 ablesbar (Peak
Picking). Anschließend wird angenommen, dass die wirklichen Werte in den Inter-
vallen 155,5s−1 ≤ ωd2/(2π) ≤ 157,5s−1 und 159,5s−1 ≤ ωd3/(2π) ≤ 161,5s−1 liegen.
Durch Diskretisierung der Vertrauensbereiche mit einem Frequenzabstand von 0,2s−1
ergeben sich 11×11 Kombinationen, mit denen die Optimierung (4.66) durchzuführen
ist. Aus den 121 Optimierungsversuchen ist derjenige auszuwählen, dessen Zielfunktion
(4.66) nach der Optimierung den kleinsten Wert hat. Die auf diese Weise ermittelten
Kenngrößen Wi j2, Wi j3, δ̄2, δ̄3, ωd2, ωd3 sind die vorerst gefundenen Parameter.
Die Ermittlung von Startwerten ist hier nicht so einfach wie beim ersten Mode. Für
δ̄2start bzw. δ̄3start ist es möglich, D1 =D2 =D3 anzusetzen. Diese Annahme geht mit der
Vernachlässigung der äußeren Dämpfung (α1 = 0, vgl. Gleichung (4.58)) einher. Mit den
jeweils vorgegebenen Frequenzen ωd2 und ωd3, der Abklingkonstante des exponentiellen
Fensters δw sowie der bereits bekannten modalen Dämpfung D1 folgt
δ̄2start =
√
ω2d2+(δ̄2start−δw)2 ·D1+δw ≈ ωd2 ·D1+δw , (4.68)
δ̄3start =
√
ω2d3+(δ̄3start−δw)2 ·D1+δw ≈ ωd3 ·D1+δw . (4.69)
Für die Imaginärteile der Residuen gelingt die Optimierung mit den Startwerten
Wi j2start = 0 und Wi j3start = 0 . (4.70)
Die Plausibilität der Ergebnisse lässt sich stets durch den Vergleich der Modellfunk-
tionen mit den Messdaten überprüfen. Nach dem ersten Optimierungsdurchlauf mit der
Abhängigkeit (4.67) werden die Dämpfungsparameter δ̄2 und δ̄3 näher betrachtet, die
sich für jede der 2 ·27 Messungen unterschiedlich ergeben. Aus den Werten erhält man
mit (4.50) im Mittel D2 ≈ D3 ≈ D1. So bestätigt die formelle Rechnung die Annahme
geringer Luftreibung. Die äußere Dämpfung wird deshalb mit α1 = 0 vernächlässigt. Die
zuvor beschriebene Optimierung ist mit der Nebenbedingung D1 = D2 = D3 durchzu-
führen, wobei nochmals die gedämpften Eigenkreisfrequenzen variiert und vorgegeben
werden. Für die Modellfunktion gilt nun die Abhängigkeit




Ω, Wi j2, Wi j3
)
, (4.71)
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da δ̄2 und δ̄3 über Gleichung (4.50) von ωd2 und D2 bzw. ωd3 und D3 abhängig sind.
Als Startwerte für Wi j2 und Wi j3 dienen die bisher ermittelten Parameter. Die daraus
resultierenden gedämpften Eigenkreisfrequenzen werden gemittelt, um die globalen Pa-
rameter ωd2 und ωd3 zu erhalten. Mit D2 und D3 ergeben sich aus Gleichung (4.50) die
endgültigen Parameter δ̄2 und δ̄3. Erneute Optimierungen mit der Abhängigkeit (4.71)
unter Vorgabe der globalen Größen δ̄2, δ̄3, ωd2 und ωd3 liefern die Imaginärteile Wi j2
und Wi j3 der Residuen. Abschließend können mit den Gleichungen (4.49) und (4.55) die
Parameter f02, f03, ~̄v2 und ~̄v3 berechnet werden.
4.1.6. Ergebnisse der Parametrischen Identifikation
Exemplarisch sind in Abbildung 4.4 für i = 12 und j = 26 sowie i = 19 und j = 26 die
Messergebnisse und die zugehörigen Modellfunktionen nach Gleichung (4.52) zu sehen.
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Amplituden- bzw. Phasengang der Modellfunktion
Gemessene Amplituden- bzw. Phasengänge aus H1
Frequenzbereiche 96Hz≤ f ≤ 106Hz und 151Hz≤ f ≤ 165Hz
Messwerte mit γ2 < 0,75; bei Identifikation nicht berücksichtigt
Abb. 4.4.: Darstellung der Messungen und der optimierten Modellfunktionen für i = 12 und j = 26 sowie
i = 19 und j = 26
Auf der rechten Seite der Abbildung ist eine sehr gute Anpassung zu sehen und
auf der linken eine schlechtere. Abweichungen zwischen Modell und Messung tre-
ten im Wesentlichen in den Phasengängen auf. Auch innerhalb des Frequenzbereichs
151Hz ≤ f ≤ 165Hz sind Unstimmigkeiten zu erkennen (linkes Diagramm), obwohl
gerade dieses Intervall zur Optimierung verwendet worden ist. Der Grund dafür ist,
dass die Bedingung identischer globaler Parameter für i = 1,2, ...,27 erfüllt sein muss.
Dieser Zwang in Verbindung mit dem Umstand, dass sich Parametervariationen in den
Resonanzbereichen besonders sensitiv auf den Kurvenverlauf auswirken, führt zu den
Abweichungen in vereinzelten Übertragungsfunktionen. Da die Ungenauigkeiten jedoch
vorwiegend bei geringen Amplituden auftreten, haben sie keine große Bedeutung.
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Da Übertragungsfunktionen aus der Anregung in zwei Punkten bestimmt worden sind,
erhält man jeden gesuchten Parameter zunächst doppelt. Die Visualisierung der Ergeb-
nisse erfolgt mit den Abbildungen 4.5 bis 4.7. Die Eigenvektoren entsprechen dem Hub
der Schwingplatte in den jeweiligen Messpunkten. Jede Abbildung enthält die Ergebnis-
se für Anregungspunkt 26 und 27. Die beim zweiten und dritten Mode zu erkennenden
Knotenlinien sind raum- und ortsfest, d.h., sie behalten ihre Form und ihren Ort bei,
da komplexe Schwingformen von vornherein ausgeschlossen worden sind.
Aufgrund der Massennormierung (4.55) sollten die ermittelten Eigenvektoren für beide
Anregungspunkte identisch sein. Es wird aber nur die erste Eigenform aus den Mess-
daten der 26. und 27. Spalte der Systemübertragungsmatrix annähernd gleich ermittelt,
da keiner der beiden Anregungsorte in der Nähe einer Knotenlinie der ersten Eigenform
liegt bzw. diese nicht vorhanden ist (Abbildung 4.5). Zur Bestimmung eines endgültigen
Eigenvektors ~̄v1 wird für jedes Element der Mittelwert gebildet.
Beim zweiten Mode sind die Unterschiede zwischen den Eigenformen zu groß, um eine
Mittelwertbildung zur Berechnung des Eigenvektors ~̄v2 zu rechtfertigen (Abbildung
4.6). Die Abweichungen resultieren nicht allein aus üblichen Messungenauigkeiten. Die
Unterschiede folgen aus der Nähe des Punktes 26 zur Knotenlinie des zweiten Modes.
Die Anregung im Punkt 26 liefert demnach ungenaue Ergebnisse. Für den Eigenvektor
~̄v2 werden die Ergebnisse aus den Messungen mit Anregungspunkt 27 verwendet.
Gravierende Unterschiede sind bei der Betrachtung der vorläufigen Ergebnisse für die
dritte Eigenform auszumachen (Abbildung 4.7). Es stellt sich heraus, dass der Punkt
27 zu nah an der diagonalen Symmetrieachse liegt, die sich auch als Knotenlinie ergibt.
Im unteren Teil der Abbildung sind zwar beide Anregungspunkte von der berechneten
Knotenlinie weit entfernt. Es ist jedoch der Eigenvektor zu wählen, der aus den Mes-
sungen resultiert, bei denen der Anregungsort auf keiner der berechneten Knotenlinien
liegt. Der Eigenvektor ~̄v3 folgt somit aus den Messungen mit Anregungspunkt 26.
Die globalen Parameter ergeben sich für beide Anregungsorte nahezu identisch. Für
die Eigenfrequenzen wird der jeweilige Mittelwert gebildet. Man erhält f01 = 100,9Hz,
f02 = 156,4Hz und f03 = 159,8Hz . Für die Lehrschen Dämpfungen ergibt sich durch
Mittelwertbildung ein Wert von 0,62%. Nach Gleichung (4.58) ist für α20 ein Wert
von 1,24% anzugeben. Der Parameter α1 ist mit dem Wert Null ermittelt worden. In
Abbildung 4.8 werden die Endergebnisse der Modalanalyse dargestellt.
Abschließend wird die Plausibilität der Ergebnisse diskutiert. Die am sichersten zu
identifizierenden Größen bei einer Modalanalyse sind die Eigenfrequenzen. Bei schwa-
cher Dämpfung entsprechen sie annähernd den Frequenzen, bei denen die Maximal-
werte in der Überlagerung sämtlicher Amplitudengänge auszumachen sind. Auch beim
Schwingdeckel können die ermittelten Eigenfrequenzen auf diese Weise bestätigt wer-
den. Die Dämpfungen sind für gewöhnlich die am unsichersten zu bestimmenden Para-
meter. Für den ersten Mode ist die Dämpfung dennoch mit Hilfe von Einfreiheitsgrad-
betrachtungen sehr genau ermittelt worden. Für die anderen zwei Moden führt die
Annahme D1 = D2 = D3 zu einer guten Anpassung zwischen den Modellfunktionen und
den gemessenen Übertragungsfunktionen.
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Abb. 4.5.: Darstellung der 1. Eigenform und Angabe der globalen Parameter f01 und D1 – a) Anregung im
Punkt 26 – b) Anregung im Punkt 27


















































Abb. 4.6.: Darstellung der 2. Eigenform und Angabe der globalen Parameter f02 und D2 – a) Anregung im
Punkt 26 – b) Anregung im Punkt 27
Die Bestimmung der Eigenvektoren wird beim Schwingdeckel durch die modale Kopp-
lung erschwert. Der Grund für die Überlagerung des zweiten und dritten Modes ist
die symmetrische Konstruktion. Bei quadratischem Schwingdeckel mit gleichmäßiger
Masse- und Steifigkeitsverteilung ist die Überlagerung der zweiten und dritten Eigen-
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Abb. 4.7.: Darstellung der 3. Eigenform und Angabe der globalen Parameter f03 und D3 – a) Anregung im
Punkt 26 – b) Anregung im Punkt 27
a)
a) 1. Eigenform;
f01 = 100,9Hz; D1 = 0,62%
b)
b) 2. Eigenform;
f02 = 156,4Hz; D2 = 0,62%
c)
c) 3. Eigenform;




















































Abb. 4.8.: Endergebnisse der Modalanalyse – Darstellung der ersten 3 Eigenformen des Schwingdeckels und
Angabe der globalen Parameter f0k und Dk
form bei identischen Frequenzen zu erwarten. Die Eigenformen selbst sind dann nicht
eindeutig. Für die Eigenvektoren sind Lösungen möglich, deren Knotenlinien entweder
parallel zu den Deckelrändern oder um 45◦ dazu verdreht sind. In der Praxis ist durch
Werkstoffinhomogenitäten, Fertigungstoleranzen, aber auch durch konstruktive Maß-
nahmen keine symmetrische Struktur vorzufinden, d.h., es ergibt sich eine eindeutige
Lösung. Die zahlreichen Bohrungen im Schwingdeckel (vgl. Abbildung 2.1) verursachen
eine ungleichmäßige Masseverteilung. Allein dadurch würden jedoch Eigenformen ent-
stehen, deren Knotenlinien im Gegensatz zu den Ergebnissen dieser Analyse parallel zu
den Deckelrändern verlaufen. Zudem ist durch überschlägige Rechnungen, die auf den
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CAD-Daten des Schwingdeckels basieren, nachweisbar, dass der relativ große Unter-
schied von 3,4Hz zwischen den Eigenfrequenzen f02 und f03 nicht durch die ungleichmä-
ßige Verteilung der Bohrungen entstehen kann. Viel größeren Einfluss hat die Verteilung
der Steifigkeit, die hier hauptsächlich vom eingeklemmten Stahlblech bestimmt wird.
Beim Verschrauben der Aluminiumplatten mit dem Stahlblech ist besonders darauf
geachtet worden, dass die Schwingplatten möglichst mittig das Stahlblech einspannen.
Zudem ist eine gleichmäßige Verschraubung mit dem Gehäuse der Erregereinheit bzw.
der Versuchskonstruktion notwendig. Beide Maßnahmen können aber nicht exakt ge-
währleistet werden. Besonders der frei verformbare Bereich des Stahlbleches weicht in
seinen Abmessungen von den Maßvorgaben ab. Die Ungenauigkeiten führen auf eine
ungleichmäßig steife Lagerung, mit der sich sowohl der relativ große Abstand zwi-
schen den Eigenfrequenzen f02 und f03 als auch die gemessenen Eigenformen erklären
lassen. Aufgrund der Sensitivität der modalen Parameter gegenüber den Steifigkeits-
verhältnissen ist es wichtig, den Schwingdeckel selbst nicht zu demontieren, da ein
erneutes Zusammensetzen mit identischen Bedingungen nur schwer zu realisieren ist.
Auch beim Umsetzen des Deckels von der Versuchskonstruktion auf das Gehäuse der
Erregereinheit ist auf Genauigkeit zu achten, so dass die Randbedingungen möglichst
unverändert bleiben.
4.2. Starrkörpermodell des Schwingdeckels
Aus den modalen Parametern wird ein Modell des Schwingdeckels abgeleitet. Da Pa-
rameter für k = 1,2,3 ermittelt worden sind, erfolgt eine Reduktion des Systems auf
drei Freiheitsgrade. Dass nur drei wesentliche Eigenmoden auftreten, ist konstruktiv
bedingt. Die Moden sind weitgehend von höheren Moden entkoppelt, da die seitlich
überstehenden Blechstreifen als Federelemente mit wenig bewegter Masse wirken und
sich die Masse hauptsächlich auf die sehr steifen Aluminiumplatten verteilt (vgl. Ab-
bildung 2.1). Durch das Materiallager sind Querverschiebungen nahezu ausgeschlos-
sen. Die Konstruktion begünstigt somit die Beschreibung des Schwingdeckels als Starr-
körper, der bei linearer Betrachtung von nur einer Verschiebungsrichtung genau drei
Freiheitsgrade aufweist. Bei der im Folgenden beschriebenen Freiheitsgradreduzierung
werden die wesentlichen Moden übernommen und die höheren Moden vernachlässigt.
4.2.1. Berechnung der reduzierten Modalmatrix
Der Einfachheit halber wird das konservative System des bei der Modalanalyse zugrun-
de gelegten Modells (4.1) betrachtet. Die spätere Einarbeitung der Dämpfungsmatrix
ist unproblematisch, da sich sowohl die Eigenvektoren als auch die ungedämpften Eigen-
frequenzen bei proportionaler Dämpfung nicht von denen des ungedämpften Systems





= δ~xT~p(t) . (4.72)
4.2. Starrkörpermodell des Schwingdeckels 51
Das Ziel ist die Erarbeitung eines möglichst äquivalenten, auf 3 Freiheitsgrade redu-





= δ~xTs ~ps(t) . (4.73)
Die Systeme (4.72) und (4.73) lassen sich mit ~x = V̄~q(t) bzw. ~xs = V̄s ~qs(t) auf die
jeweiligen Hauptkoordinaten transformieren. Die Modalmatrizen V̄ und V̄s enthalten
spaltenweise die massennormierten Eigenvektoren. Zu beachten ist, dass die drei ge-
messenen Spalten der Modalmatrix V̄ viel größere Werte aufweisen als die restlichen
Spalten. Es kann näherungsweise
~x(t) = V̄~q(t)≈ V̄(3)~q(3)(t) mit ~q(3)(t) = (q1(t) , q2(t) , q3(t))T (4.74)
angesetzt werden. Anschaulich setzt sich eine Bewegung ~x(t) im Wesentlichen aus den
ersten 3 Eigenformen zusammen. In (4.74) enthält der Vektor ~q(3)(t) die ersten drei
Hauptkoordinaten und V̄(3) ist eine 27× 3-Modalmatrix, die sich aus den Elementen
v̄ik für i = 1, ...,27 und k = 1,2,3 zusammensetzt. Da sämtliche Transformationen auch





= δ~q(3)T V̄(3)T~p(t) . (4.75)
Für das reduzierte System stellen die Verschiebungskoordinaten ~x(t) einen überbe-
stimmten Satz von Koordinaten dar, der über die Transformationsvorschrift
~x(t)≈T xxs~xs(t) (4.76)
mit den reduzierten Koordinaten ~xs(t) in Beziehung steht. Aufgrund der linearen Be-
trachtung des Systems gilt die Transformationsvorschrift auch für die virtuellen Ver-
rückungen. Durch Einsetzen der Vorschrift (4.76) in (4.72) erhält man das reduzierte




T [MT xxs~̈xs(t)+KT xxs~xs(t)]= δ~xTs T xxsT~p(t) . (4.77)
Die geeignete Bestimmung der 27× 3-Matrix T xxs führt demnach auf ein reduziertes
System in den Koordinaten~xs(t). Da jedoch die Matrizen M und K des ursprünglichen
Systems nicht vorliegen, geht das Modell (4.73) nicht direkt aus (4.77) hervor. Die
Anpassung der Modelle erfolgt im Raum der Modalkoordinaten, da die generalisierten
Systemmatrizen aus der Modalanalyse bekannt sind. Mit ~xs(t) = V̄s ~qs(t) wird die






T [MT xxs V̄s~̈qs(t)+KT xxs V̄s~qs(t)]= δ~qTs V̄Ts T xxsT~p(t) . (4.78)
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Aus der Dominanz der ersten drei Moden folgt ~q(3)(t)≈~qs(t). Der Vergleich der Glei-
chungen (4.78) und (4.75) ergibt den Zusammenhang
V̄(3)
!≈T xxs V̄s (4.79)
zur Berechnung der massennormierten 3×3-Modalmatrix V̄s des reduzierten Modells
(4.73). Über die Matrix V̄s gelingt die Bestimmung der physikalischen Matrizen Ms,
Ds und Ks (Abschnitt 4.2.2). Die Spalten der Modalmatrix, die aus den Elementen




v̄ik− ((T xxs)i1 , (T xxs)i2 , (T xxs)i3 )
v̄s1kv̄s2k
v̄s3k
2→Min. ; k = 1,2,3 (4.80)
berechnet werden. Der Zeilenvektor
(






entspricht der i-ten Zeile




















Abb. 4.9.: Starrkörpermodell des Schwingdeckels in ausgelenkter Position – (x0,y0,z0)-Inertialsystem; kör-
perfestes (xS,yS,zS)-System; generalisierte Koordinaten xs1(t), xs2(t), xs3(t) des reduzierten Modells (vertikale
Auslenkungen in P1, P2, P3); generalisierte Kräfte ps1(t), ps2(t) und ps3(t); Auslenkung x5(t) des Messpunktes
5 (MP5); Abmessungen r1, r2, r3; vertikale Auslenkung xv(t) des körperfesten Koordinatensystems; Beschrei-
bung der Rotation über xyz-KARDAN-Winkel α s(t), β s(t), γ s(t) (nicht eingezeichnet, siehe z.B. [84])
Abbildung 4.9 zeigt das Starrkörpermodell des Schwingdeckels. Als generalisierte Koor-
dinaten werden die vertikalen Auslenkungen xs1(t), xs2(t) und xs3(t) in den Angriffs-
punkten P1, P2 und P3 der Aktoren gewählt. Die Krafteinleitung durch die Aktoren
stimmt so mit der Wirkungsrichtung der rechten Seite ~ps(t)T = ( ps1(t) , ps2(t) , ps3(t))
des reduzierten Modells überein. Exemplarisch für alle Messpunkte ist der 5. Mess-
punkt (vgl. Abbildung 4.1) und dessen Auslenkung x5(t) dargestellt. Der Ursprung
des raumfesten (x0,y0,z0)-Inertialsystems befindet sich im geometrischen Mittelpunkt
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der Oberfläche des unausgelenkten Deckels und die Achsen sind parallel zu den Kör-
perkanten ausgerichtet. Im unausgelenkten Zustand stimmt das körperfeste (xs,ys,zs)-
Koordinatensystem mit dem Inertialsystem überein.
Die Verdrehung des Schwingdeckels lässt sich mit den konsekutiven xyz-Kardan-
Winkeln αs(t), βs(t) und γs(t) beschreiben. Mit Hilfe der Kardan-Winkel sowie der
Auslenkung xv(t) des körperfesten Koordinatensystems in z0-Richtung ist die eindeutige
Angabe der vertikalen Verschiebung eines beliebigen Punktes des Starrkörpermodells
möglich. Dazu werden die körperfesten Koordinaten (S)~rp = (rx , ry , rz )T des ausgelenk-
ten Punktes durch Multiplikation mit der Drehmatrix 0SRkard(t) und anschließender Ad-
dition mit dem Vektor (0)~xv(t) ins Inertialsystem transformiert. Um den Verschiebungs-
vektor zu erhalten, sind davon die Koordinaten des unausgelenkten Punktes (0)~rp0≡ (S)~rp
abzuziehen. Die Drehmatrix ist in einschlägiger Literatur, wie z.B. [27, 84, 85], zu fin-
den. Sie wird linearisiert angewendet und man erhält











 . . .. . .
xv(t)+ ry αs(t)− rx βs(t)
 .
(4.81)
In der letzten Zeile von (4.81) steht die vertikale Auslenkung eines Strukturpunktes,
wobei wegen der Linearität nur eine Abhängigkeit von xv(t), αs(t) und βs(t) besteht.
Es können Matrizen zur Transformation der vertikalen Verschiebungen der Messpunkte
und der Punkte P1, P2, P3 auf die Größen xv(t), αs(t) und βs(t) abgeleitet werden. Die
Koordinaten der Punkte P1, P2 und P3 lassen sich im deckelfesten Koordinatensystem
wie folgt ablesen (vgl. Abbildung 4.9):
(S)~rTp1 = (0 , r2 , −r3 ) , (4.82)
(S)~rTp2 = (−r1 , −r2 , −r3 ) , (4.83)
(S)~rTp3 = (r1 , −r2 , −r3 ) . (4.84)
Mit den Bezeichnungen
~ys(t) = (xv(t) , αs(t) , βs(t))
T (4.85)
und
~xs(t) = (xs1(t) , xs2(t) , xs3(t))
T (4.86)
ergibt sich aus (4.81) die Transformationsvorschrift
~xs(t) = T xsys ~ys(t) (4.87)
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mit der Transformationsmatrix
T xsys =
1 r2 01 -r2 r1
1 -r2 -r1
 . (4.88)
Für den Auslenkungsvektor ~x(t) = (x1(t), . . . ,x27(t))T gilt
~x(t) = T xys~ys(t) (4.89)
mit der Transformationsmatrix
T xys =
1 ry1 -rx1... ... ...
1 ry27 -rx27
 . (4.90)
Die für die Transformation (4.76) und somit für die Optimierung (4.80) notwendige
Transformationsmatrix T xxs ergibt sich mit (4.87) und (4.89) zu






= T xys T
ys
xs (4.91)
Die Abmessungen r1 und r2 sind durch die Konstruktion der Erregereinheit vorgege-
ben. Aus der Optimierung (4.80) mit der Matrix T xxs resultiert die massennormierte
Modalmatrix V̄s des reduzierten Modells:
V̄s =





In den Spalten der Modalmatrix V̄s sind die massennormierten Eigenvektoren ~̄vsk ent-
halten. Die Eigenvektoren repräsentieren jeweils einen Starrkörpermode. Abbildung
4.10 stellt die aus der Modalanalyse hervorgegangenen Eigenformen und die Starr-
körpermoden gegenüber.
4.2.2. Berechnung der reduzierten Massen-, Dämpfungs- und
Steifigkeitsmatrix






= δ~q(3)T V̄(3)T~p(t) .
(4.93)








1. Eigenform (Modell) 2. Eigenform (Modell) 3. Eigenform (Modell)




Abb. 4.10.: Vergleich der massennormierten Eigenformen des Schwingdeckels und der massennormierten
Eigenformen des Starrkörpermodells – oben: Gemessene Eigenformen und Kennzeichnung des 5. Messpunktes
(MP5) – unten: Eigenformen des Starrkörpermodells und Kennzeichnung der Punkte P1, P2 und P3
Aus der Modalanalyse erhält man aufgrund der Normierung (4.55) die Spalten der
Modalmatrix V̄(3) so, dass die Diagonalisierungen der unbekannten Matrizen M, D
und K gemäß der Einfreiheitsgradtheorie
V̄(3)T MV̄(3) = diag [ 1 , 1 , 1 ] , (4.94)
V̄(3)T DV̄(3) = diag [ 4πD1 f01 , 4πD2 f02 , 4πD3 f03 ] , (4.95)
V̄(3)T KV̄(3) = diag
[
(2π f01)
2 , (2π f02)




ergeben. Die Einträge der Diagonalmatrizen enthalten die gemessenen globalen Para-









s ~ps(t) . (4.97)
Die Annahme~q(3)(t)≈~qs(t) ermöglicht den Vergleich der Gleichungen (4.93) und (4.97).
Da die Matrix V̄s ebenfalls massennormiert ist und das Schwingdeckelmodell dieselben
Eigenwerte aufweisen soll, wie das gemessene System, ergeben sich die Forderungen
V̄Ts Ms V̄s = Mgs
!
= diag [ 1 , 1 , 1 ] , (4.98)
V̄Ts Ds V̄s = Dgs
!
= diag [ 4πD1 f01 , 4πD2 f02 , 4πD3 f03 ] , (4.99)





2 , (2π f02)




Die Eigenvektoren des Modells sind linear unabhängig, da die Eigenwerte des Modells
paarweise verschieden sind [8]. Somit ist die Matrix V̄s regulär und invertierbar. Die
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Die Maßeinheiten ergeben sich rein formal. Die Inverse der Modalmatrix V̄s besitzt
die Dimension „
√
kg“, die generalisierten Matrizen Mgs, Dgs, Kgs weisen die Einheiten
„1“, „s−1 “ und „s−2 “ auf. Alle Matrixeinträge der jeweiligen Matrix haben dieselbe
Maßeinheit, da das System nur durch Verschiebungsfreiheitsgrade beschrieben wird.
Die reduzierten Matrizen des Schwingdeckels entstehen durch Anwendung der Bequem-
lichkeitshypothese sowie unter Vernachlässigung der äußeren Dämpfung (α1 = 0). Den-
noch gelingt es hier nicht, die Dämpfungsmatrix Ds proportional zur Steifigkeitsmatrix
Ks anzugeben. Das resultiert aus der Frequenzabhängigkeit der inneren Dämpfung
(α2 = α20/ω0k; vgl. Gleichungen (4.57) und (4.58)). Lediglich bei der Beschreibung des
Systems in Hauptkoordinaten ergeben sich die Einträge der generalisierten Dämpfungs-
matrix (Gleichung (4.99)) durch Multiplikation der generalisierten Steifigkeiten (Glei-
chung (4.100)) mit dem Faktor α2 = α20/ω0k = 2Dk/ω0k. Die Matrix Ds lässt sich
nur aus Vielfachen beider Matrizen Ms und Ks berechnen, d. h., die Bequemlichkeits-
hypothese ist zwar erfüllt, jedoch ist die Proportionalität zur Matrix Ms keineswegs
als äußere Dämpfung zu interpretieren.
Als Ergebnis erhält man für den Schwingdeckel das Modell
Ms~̈xs(t)+Ds~̇xs(t)+Ks~xs(t) = ~ps(t) (4.104)
mit den Matrizen Ms, Ds und Ks gemäß (4.101) bis (4.103) sowie den Erregerkräften
~ps(t) = ( ps1(t) , ps2(t) , ps3(t))
T (4.105)
und den generalisierten Koordinaten ~xs(t) nach (4.86) (vgl. Abbildung 4.9). Es sei
abschließend angemerkt, dass der Schwingdeckel ebenso mit Hilfe der Koordinaten
~ys(t) beschreibbar ist. Die Transformation des Modells (4.104) mit der Vorschrift (4.87)




Für die Schwingungserregereinheit wird ein Modell im Zustandsraum entworfen. Im
ersten Schritt sind die Gleichungen der piezoelektrischen Aktoren in den Zustandsraum
zu übertragen. Danach erfolgt die Beschreibung der Kopfstücke, die als Koppelelemente
die Aktoren mit dem Schwingdeckel verbinden. Die einzelnen Modelle werden zu einem
Gesamtmodell gekoppelt, das anschließend erweitert, vereinfacht und auf Stabilität,
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit untersucht wird.
5.1. Zustandsraummodell der piezoelektrischen
Aktoren
Die Erarbeitung des Zustandsraummodells der Aktoren basiert auf den Gleichungen
(3.9) und (3.10). Für jeden der drei Aktoren (i = 1,2,3) wird ein lineares und zeit-
invariantes Zustandsraummodell
~̇zp i(t) = Ap i ·~zp i(t)+Bp i ·~up i(t) (5.1)
~yp i(t) = Cp i ·~zp i(t)+Dp i ·~up i(t) (5.2)
aufgestellt. Gleichung (5.1) ist die Zustandsdifferentialgleichung mit der Systemmatrix
Ap i und der Steuermatrix Bp i. Gleichung (5.2) ist die Beobachtungsgleichung mit der
Beobachtungsmatrix Cp i und der Durchgangsmatrix Dp i. Der Eingangsvektor ~up i(t)
wird aus der Spannung up i(t) und der äußeren Kraft pp i(t) gemäß
~up i(t) = (up i(t) , pp i(t))
T (5.3)
gebildet. Ausgangsseitig tritt die Auslenkung xp i(t) sowie der Strom ip i(t) auf. Beide
Größen werden im Ausgangsvektor
~yp i(t) = (xp i(t) , ip i(t))
T (5.4)
zusammengefasst. Der Zustandsvektor ~zpi(t) ist so zu wählen, dass das Übertragungs-
verhalten des Zustandsraummodells dem der Gleichungen (3.9) und (3.10) entspricht.
Die Gleichungen werden dazu in den Laplaceschen Bildbereich mit der Bildvariable
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s transformiert. Der Index i für die einzelnen Aktoren wird im Folgenden weggelassen.
Für homogene Anfangsbedingungen erhält man(
mp s2 + cp+ cv
)
Xp(s)+ cp dp RiL Ip(s) = cp dp Up(s)+Pp(s) (5.5)
−cp dp s Xp(s)+
[(












Das Auflösen nach den Ausgangsgrößen Xp(s) = L {xp(t)} und Ip(s) = L {ip(t)} führt
auf die E/A-Beschreibung (Eingang/Ausgang) eines Aktors. Für den Ausgangsvektor
~Yp(s) =L {~yp(t)} ergibt sich in Abhängigkeit vom Eingangsvektor ~Up(s) =L {~up(t)}













Die Übertragungsfunktionsmatrix Gp(s) enthält die Übertragungsfunktionen Gxu(s),
Gxp(s), Giu(s) und Gip(s). Die Funktionen sind im Anhang A.1 angegeben. Das Nenner-
polynom ist ein Polynom 3. Grades und ist bei allen Übertragungsfunktionen identisch.
Dessen Nullstellen sind die Pole des Systems. Der Grad 3 des Nennerpolynoms ergibt
sich in Übereinstimmung mit der Ordnung der Modellgleichungen (3.9), (3.10). Eine
Besonderheit ist, dass in (3.10) der höchste Ableitungsgrad der Ausgangsgröße ip(t)
mit dem der Eingangsgröße up(t) übereinstimmt. In der Übertragungsfunktion Giu(s)
sind deshalb die Grade von Zähler- und Nennerpolynom identisch. Bei der Überfüh-
rung solcher als sprungfähig bezeichneten Systeme in den Zustandsraum ergibt sich
die Durchgangsmatrix mit Dp 6= 0. Die Vorgehensweise für Systeme mit einer Ein-
und Ausgangsgröße ist in [78] beschrieben. Die Überführung des Mehrgrößensystems
(3.9), (3.10) erfolgt in Anlehnung daran. Die Wahl der Zustandsgrößen ist nicht ein-
deutig. Beim Ableiten des Zustandsraummodells ist darauf zu achten, dass die Pol-
stellen des Systems, die aus der gemeinsamen Menge aller Übertragungsfunktionen
der Übertragungsmatrix gebildet werden [52], erhalten bleiben. Wie bei mechanischen
Systemen üblich, werden die Auslenkung xp(t) und die Geschwindigkeit ẋp(t) gemäß
zap(t) = xp(t) , (5.8)
zbp(t) = ẋp(t) (5.9)
als Zustandsgrößen definiert. Die zweite Modellgleichung (3.10) wird mit den ein-
geführten Substitutionen in den Laplaceschen Bildbereich transformiert und nach
Ip(s) = L {ip(t)} umgestellt. Man erhält
Ip(s) =
(
C− cp d 2p
)
s+Gv(





(C− cp d 2p )RiL s+1+Gv RiL
Zbp(s) .
(5.10)
5.1. Zustandsraummodell der piezoelektrischen Aktoren 59
An Gleichung (5.10) orientiert sich die Festlegung von zwei weiteren Zustandsgrößen
Zcp(s) = L {zcp(t)} und Zdp(s) = L {zdp(t)}:
Zcp(s) =
1(










Es müssen zwei Zustandsgrößen eingeführt werden. Denkbar wäre die Einführung von
nur einer weiteren Zustandsgröße, und zwar anstelle von Ip(s) in (5.10) und durch Erset-
zen des Zählerpolynoms der ersten Übertragungsfunktion durch den Wert 1. Das Auf-
stellen der Zustandsgleichungen ist dann zwar möglich, jedoch gelingt die notwendige
Rücksubstitution auf Ip(s) nicht, so dass wieder Gleichung (5.10) entsteht. Somit kann
die entsprechende Beobachtungsgleichung nicht angegeben werden. Die Einführung von
zwei Zustandsgrößen führt auf eine Systemmatrix Ap, die einen zusätzlichen Eigenwert
aufweist. Da jeder Pol Eigenwert, aber nicht jeder Eigenwert auch Pol sein muss [52],
stellt die getroffene Wahl der Zustandsgrößen keine Systemverfälschung dar. Die Rück-
transformation der Gleichungen (5.11) und (5.12) in den Zeitbereich liefert zwei der
gesuchten Zustandsdifferentialgleichungen, d.h. Gleichungen, in denen die Ableitung
























Zur Angabe der Beobachtungsgleichung ist Ip(s) so mit Hilfe von Zcp(s) (Gleichung
(5.11)) und Zdp(s) (Gleichung (5.12)) anzugeben, dass Gleichung (5.10) entsteht:
Ip(s) =
[(




Zcp(s)+ cp dp Zdp(s) . (5.15)
Die Rücktransformation in den Zeitbereich liefert ip(t), jedoch u. a. in Abhängigkeit
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Aus den Gleichungen (5.8) und (5.9) folgt
żap(t) = zbp(t) . (5.19)
Für die vektorielle Zustandsdifferentialgleichung (5.1) des i-ten Aktors mit dem Ein-
gangsvektor ~up i(t) nach (5.3) wird der Zustandsvektor~zp i(t) wie folgt definiert:
~zp i(t) = (zap i(t) , zbp i(t) , zcp i(t) , zdp i(t))
T . (5.20)
Aus den Gleichungen (5.19), (5.18), (5.13) und (5.14) ergeben sich die Matrizen Ap i und
Bp i der Zustandsgleichung (5.1). Die Beobachtungsmatrix Cp i und die Durchgangs-
matrix Dp i der Beobachtungsgleichung (5.2) mit dem Ausgangsvektor ~yp(t) nach (5.4)
folgen aus (5.8) und (5.16). Die Modellmatrizen sind im Anhang A.2 angegeben.
Die 4×4-Systemmatrix Ap i besitzt 4 Eigenwerte, von denen 3 auch Polstellen des Sys-
tems sind. Der überzählige Eigenwert kürzt sich bei der Transformation des Zustands-
raummodells in die E/A-Beschreibung (5.7). Die Transformation gelingt mit Hilfe der
Matrizen Ap i, Bp i, Cp i und Dp i. Die beiden Gleichungen (5.1) und (5.2) werden in den
Laplaceschen Bildbereich transformiert, die erste Gleichung nach ~Zp i = L {~zp i(t)}
umgestellt und in die zweite Gleichung eingesetzt. Die Übertragungsmatrix Gp i(s) des
i-ten Piezoaktors ergibt sich zu
Gp i(s) = Cp i (sE(4)−Ap i)−1 Bp i +Dp i , (5.21)
wobei E(4) die 4×4-Einheitsmatrix ist.
5.2. Modellierung der Kopfstücke
Die Kopfstücke sind in Abbildung 2.1 zu erkennen und verhindern durch eine geringe
Biegesteifigkeit unzulässige Biegebeanspruchungen in den Aktorkeramiken. Eine hohe
axiale Steifigkeit, die vom Hersteller mit ck = 100N/µm angegeben wird, ermöglicht
die Übertragung der axialen Auslenkung der Aktoren auf andere Baugruppen. Die
Kopfstücke sind die Koppelelemente zwischen den Aktoren und dem Schwingdeckel. Vor
allem die Nachgiebigkeit der Kopfstücke hat Einfluss auf das dynamische Verhalten der
Erregereinheit. Die Masse der Kopfstücke sowie die dämpfenden Eigenschaften spielen
eine untergeordnete Rolle, werden aber zunächst mit berücksichtigt. Abbildung 5.1
zeigt die Modellierung eines Kopfstückes.









ck (xs− xp) bk (ẋs− ẋp)
ck (xs− xp) bk (ẋs− ẋp)
pp mku ẍp
mko mku
Abb. 5.1.: Modell eines Kopfstückes und Freischnitte – links: Skizze des Modells mit oberer Auslenkung
xs(t), unterer Auslenkung xp(t), Kraftwirkung der Schwingplatte ps(t), Kraftwirkung eines Aktors pp(t), obe-
re Masse mko, untere Masse mku, Steifigkeit ck, Dämpferkonstante bk – rechts: Freischnitte der oberen Mas-
se mko und der unteren Masse mku; Abbildung ohne Kennzeichnung der Aktoren, des Angriffspunktes am
Schwingdeckel und der Kopfstücke durch den Index i
Die Gesamtmasse eines Kopfstückes wird anteilig einer unteren und einer oberen dis-
kreten Masse zugeordnet. Zusätzlich zum Eigengewicht sind darin die Massen von
Verbindungselementen enthalten. Die Auslenkung der oberen Masse entspricht der Aus-
lenkung des Schwingdeckels xs i(t) an der entsprechenden Aktorposition. Die Auslen-
kung der unteren Masse ist mit der Aktorauslenkung xp i(t) gleichzusetzen. Demzufolge
sind die Kraftwirkungen der Aktoren (vgl. Abbildung 3.1) und die des Schwingdeckels
(vgl. Abbildung 4.9) in entgegengesetzter Richtung anzutragen. Die Freischnitte der
beiden Massen führen auf das Differentialgleichungssystem (5.22). Der Index i = 1,2,3
kennzeichnet die einzelnen Kopfstücke.
Mk i ~̈xk i(t)+Dk i ~̇xk i(t)+Kk i ~xk i(t) = ~pk i(t) (5.22)
Die Eingangs- und Ausgangsgrößen des i-ten Kopfstückes werden wie folgt festgelegt:
~pk i(t) = ( ps i(t) , pp i(t))
T , (5.23)
~xk i(t) = (xs i(t) , xp i(t))
T . (5.24)
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−ck i ck i
ck i −ck i
]
. (5.27)
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Neben den Massen- und Steifigkeitsparametern enthält das System (5.22) schlecht ab-
schätzbare Dämpfungsparameter. Das System weist zwei Eigenwertpaare λk1,2 und λk3,4
auf, wobei für λk1,2 = 0 gilt. Für das bei schwacher Dämpfung konjugiert komplexe
Eigenwertpaar λk3,4 kann ein Lehrsches Dämpfungsmaß vorgegeben werden. In [15]
sind für Stahl Erfahrungswerte zur Dämpfung zwischen 0,03% und 0,15% angegeben.
Der physikalische Dämpfungsparameter bk i ergibt sich aus dem Dämpfungsmaß Dk und
den anderen Parametern gemäß
bk i = 2Dk i
√
ck i mko i mku i
mko+mku i
. (5.28)
5.3. Kopplung zum Gesamtmodell im Zustandsraum
Um ein Modell der Schwingungserregereinheit zu erstellen, müssen die Modelle der
drei Piezoaktoren über die Kopfstücke mit dem Modell des Schwingdeckels gekoppelt
werden. In den Gleichungen eines Aktors treten die elektrische Spannung up i(t) sowie
die Kraft pp i(t) gemäß (5.3) als Eingangsgrößen auf. Die Spannungen up1(t), up2(t) und
up3(t) sind auch die Eingangsgrößen des Gesamtmodells. Dagegen sind die Kräfte pp1(t),
pp2(t) und pp3(t) im Erregervektor des zugeordneten Kopfstückes nach (5.23) enthalten.
Die Größen müssen auf die Aktormodelle rückgekoppelt werden. Ähnlich verhält es sich
mit den Eingangsgrößen des Schwingdeckels nach (4.105). Die Kräfte ps1(t), ps2(t) und
ps3(t) greifen ebenfalls an den drei Kopfstücken an und es ist eine Rückführung auf das
Modell des Schwingdeckels erforderlich. Umgekehrt erhalten die Kopfstückmodelle die
kinematischen Ausgangsgrößen der Aktoren und des Schwingdeckels zur Berechnung
des Kraftvektors ~pk i(t). Das Gleichungssystem (5.22) ist demnach im Sinne der inversen
Dynamik zu behandeln. Zur Veranschaulichung der erforderlichen Kopplungen wird ein
Blockschaltbild gemäß Abbildung 5.2 entwickelt.
Aus Platzgründen ist nur die Kopplung des Schwingdeckels mit einem Aktor über das
entsprechende Kopfstück dargestellt, wobei die Einzelsysteme grau hinterlegt sind. Um
die einzelnen Größen übergeben zu können, werden Koppelmatrizen aufgestellt, die die
Größen aus den Ein- und Ausgangsvektoren der Einzelsysteme extrahieren. Insgesamt
sind 27 Koppelmatrizen aufzustellen. Die Koppelgleichungen können für i = 1,2,3 aus
dem Blockschaltbild abgelesen werden:
~up i(t) = Kp iu i up i(t)+Kp ik i ~pk i(t) , (5.29)
~xk i(t) = Kk is,0 ~xs(t)+Kk ip i ,0 ~zp i(t) , (5.30)
~̇xk i(t) = Kk is,1 ~̇xs(t)+Kk ip i ,1 ~zp i(t) , (5.31)
~̈xk i(t) = Kk is,2 ~̈xs(t)+Kk ip i ,2 ~̇zp i(t) , (5.32)



























Abb. 5.2.: Teil des Blockschaltbildes zur Kopplung der piezoelektrischen Aktoren mit dem Schwingdeckel
zum Gesamtmodell der Erregereinheit – Es ist nur die Kopplung mit Aktor 1 dargestellt. Die Erweiterung zum
Gesamtmodell mit Aktor 2 und 3 sowie Kopfstück 2 und 3 erfolgt analog. – Eingangsgrößen: up1(t), up2(t),





Ksk i ~pk i(t) . (5.33)
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Der Aufbau der Koppelmatrizen ergibt sich aus der Position der zu übergebenden
Elemente innerhalb der Ein- und Ausgangsvektoren. Das Produkt der Matrix Kp iu i
mit der skalaren Eingangsgröße up i(t) muss einen zweizeiligen Spaltenvektor ergeben,
dessen erstes Element up i(t) und dessen zweites Element Null ist. Entsprechend muss
aus dem Produkt Kp ik i ~pk i(t) ein zweizeiliger Spaltenvektor hervorgehen, dessen zweites
Element ungleich Null und mit pp i(t) besetzt ist. Auf diese Weise ergibt die Summe
(5.29) den Eingangsvektor ~up i(t) des i-ten Piezoaktors gemäß (5.3). Die Koppelmatrizen
Kp iu i und Kp ik i sind wie folgt anzugeben:





; i = 1,2,3 , (5.34)





; i = 1,2,3 . (5.35)
Analog ergeben sich die Matrizen Kk is,0, Kk is,1 und Kk is,2, die die Auslenkung xs i(t),
die Geschwindigkeit ẋs i(t) und die Beschleunigung ẍs i(t) des Schwingdeckels an die erste
Stelle des Vektors ~xk i(t) übertragen:


















Das Übertragen der Auslenkung xp i(t), der Geschwindigkeit ẋp i(t) bzw. der Beschleuni-
gung ẍp i(t) auf die zweite Zeile des Vektors~xk i(t) gelingt mit Hilfe der Matrizen Kk ip i ,0,
Kk ip i ,1 bzw. Kk ip i ,2. Auslenkung und Geschwindigkeit sind in den Zustandsvektoren
~zp i(t) der einzelnen Aktoren nach (5.20) mit (5.8) und (5.9) enthalten und befinden sich
in der zweiten Zeile der Vektoren ~xk i(t) bzw. ~̇xk i(t). Die Matrizen Kk ip i ,0 und Kk ip i ,1
lauten demnach
Kk ip i ,0 =
[
0 0 0 0
1 0 0 0
]
, (5.39)
Kk ip i ,1 =
[
0 0 0 0
0 1 0 0
]
. (5.40)
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Die Beschleunigung ẍp i(t) ist nicht im Zustandsvektor~zp i(t) enthalten, sondern in~̇zp i(t).
Die Matrix Kk ip i ,2 ist mit
Kk ip i ,2 = Kk ip i ,1 (5.41)
anzugeben. Mit (5.36) bis (5.41) können die Berechnungen (5.30) bis (5.32) ausgeführt
werden, um den Auslenkungsvektor eines Kopfstückes nach (5.24) bzw. dessen Ablei-
tungen zu erhalten.
Die Übergabe der Beschleunigungen ist im Blockschaltbild 5.2 als algebraische Schleife
zu interpretieren. Physikalisch betrachtet ist die untere Masse eines Kopfstückes mku i
mit der entsprechenden Aktormasse mp i kinematisch fest verbunden. Demzufolge ent-
spricht die Übergabe der Beschleunigungen der Addition der Masse mku i zur Masse
mp i direkt im Aktormodell. Ebenso sind die Massen mko i fest mit dem Schwingdeckel
verbunden. Die algebraischen Schleifen bedeuten, dass die Punktmassen mko i zu den
Diagonalelementen der Massenmatrix Ms aus (4.101) addiert werden.
Um den Vektor ~ps(t) aus dem Vektor ~pk(t) gemäß Gleichung (5.33) berechnen zu kön-
nen, werden die Matrizen Ksk i benötigt. Die Matrizen Ksk i schreiben die Kräfte ps i(t),
die in der ersten Zeile von ~pk i(t) stehen, an die i-te Stelle eines sonst mit Nullen be-
setzten dreizeiligen Vektors. Die Summe der Vektoren ergibt den Eingangsvektor des
Schwingdeckels ~ps(t) gemäß (4.105). Es gilt
Ksk1 =
 1 00 0
0 0
 , Ksk2 =
 0 01 0
0 0
 , Ksk3 =
 0 00 0
1 0
 . (5.42)
Mit allen Koppelmatrizen und sämtlichen Modellmatrizen gelingt es, ein Zustands-
raummodell der Erregereinheit
~̇ze(t) = Ae ·~ze(t)+Be ·~ue(t) (5.43)
~ye(t) = Ce ·~ze(t)+De ·~ue(t) (5.44)
anhand des Blockschaltbildes zu erstellen. Im Vektor~ze(t) sind die einzelnen Zustands-
vektoren der drei Piezoaktoren ~zp i(t) für i = 1,2,3 und die Auslenkung ~xs(t) sowie die
Geschwindigkeit ~̇xs(t) des Schwingdeckels enthalten. Aus den jeweils 4 Zustandsgrößen
der Aktoren gemäß (5.20) und den 3 Freiheitsgraden des Deckels nach (4.86) ergibt sich














Die Eingangsgrößen der Schwingungserregereinheit sind die elektrischen Spannungen
up1(t), up2(t) und up3(t), die der Eingangsvektor ~ue(t) gemäß
~ue(t) = (up1(t) , up2(t) , up3(t))
T (5.46)
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enthält. Als Ausgangsgrößen treten die Auslenkungen xp i(t) und die Ströme ip i(t) der
Piezoaktoren sowie der Auslenkungsvektor des Schwingdeckels ~xs(t) auf. Mit~yp i(t) und












Um die Systemmatrix Ae und die Steuermatrix Be aufzustellen, müssen die Ablei-
tungen der einzelnen Elemente des Zustandsvektors in Abhängigkeit von ~ze(t) selbst
und ~ue(t) dargestellt werden. Die Beziehungen ergeben sich aus dem Blockschaltbild
5.2, wobei aufwändige Berechnungen vorzunehmen sind. Da die Koppelmatrizen nur
schwach besetzt sind, erhält man jedoch handhabbare Strukturen für die Matrizen Ae
und Be. Die Bestimmung der Beobachtungsmatrix Ce und der Durchgangsmatrix De
erfordert einen geringeren Aufwand, da sich die Vektoren ~yp i(t) mit Hilfe der bereits
aufgestellten Matrizen Cp i und Dp i bestimmen lassen und die Ausgangsgröße ~xs(t)
auch Zustandsgröße ist. Im Anhang A.3 sind die Matrizen Ae, Be, Ce und De des
Zustandsraummodells angegeben. Tabelle 5.1 gibt einen Überblick über die gekoppel-
ten Gleichungen und die verwendeten Matrizen und Vektoren des Gesamtmodells.
Tab. 5.1.: Verwendete Einzelmodelle zur Kopplung zum Gesamtmodell der Schwingungserregereinheit
Modell Modellmatrizen Eingangsgrößen Ausgangsgrößen
Piezoaktoren Ap i nach (A.13) ~up i(t) nach (5.3) ~yp i(t) nach (5.4)
i = 1, 2, 3 Bp i nach (A.14) Zustandsgrößen:
nach Gleichungen Cp i nach (A.15) ~zp i(t) nach (5.20)
(5.1), (5.2) Dp i nach (A.16)
Schwingdeckel Ms nach (4.101) ~ps(t) nach (4.105) ~xs(t) nach (4.86)
nach Gleichung Ds nach (4.102)
(4.104) Ks nach (4.103)
Kopfstücke Mk i nach (5.25) ~pk i(t) nach (5.23) ~xk i(t) nach (5.24)
i = 1, 2, 3 Dk i nach (5.26)
nach Gleichung Kk i nach (5.27)
(5.22)
Erregereinheit Ae nach (A.17) ~ue(t) nach (5.46) ~ye(t) nach (5.47)
nach Gleichungen Be nach (A.27) Zustandsgrößen:
(5.43), (5.44) Ce nach (A.29) ~ze(t) nach (5.45)
De nach (A.31) (~zp i(t) nach (5.20))
Um anstelle der Auslenkungen ~xs(t) den Vektor ~ys(t) nach (4.85) zu erhalten, kann die
Transformationsvorschrift
~ys(t) = T ysxs ~xs(t) (5.48)



















verwendet werden. Die Matrix T ysxs ist die Inverse der Transformationsmatrix T xsys nach












ist die Umrechnung mit








möglich. Für das entsprechende Zustandsraummodell ergeben sich die Produkte Ce2 Ce
und Ce2 De als Beobachtungs- und Durchgangsmatrix.
5.4. Berücksichtigung des Siliziumblockes im Modell
Die Erweiterung des Gesamtmodells der Erregereinheit um einen Siliziumblock1 ist auf
einfache Weise möglich. Das Ingot wird fest mit dem beweglichen Teil des Schwing-
deckels verschraubt. Aus diesem Grund wird die Ankopplung am Schwingdeckel als
starr angenommen. Zudem wird der Siliziumblock selbst als starrer Körper mit ent-
sprechenden Masseneigenschaften betrachtet. Abbildung 5.3 zeigt vereinfacht die Be-
festigung des Ingot am Schwingdeckel. Die Berücksichtigung der Dynamik des Silizium-
blockes erfolgt mit Hilfe des körperfesten (xI, yI, zI)-Koordinatensystems, das sich im
Schwerpunkt des Ingot befindet und dessen Achsen parallel zu den Achsen des schwing-
deckelfesten (xS, yS, zS)-Systems ausgerichtet sind (vgl. Abbildung 4.9). Der räumliche
Versatz beider Koordinatensysteme wird mit dem Ortsvektor ~rSI erfasst.
Die Masseneigenschaften des Ingot sind durch 10 Parameter vollständig definiert. Die
Masse Mi und der symmetrische Trägheitstensor Ii bestimmen die translatorischen und
rotatorischen Trägheitswirkungen des Ingot. Der Trägheitstensor wird bezüglich des
(xI, yI, zI)-Koordinatensystems angegeben und besitzt 6 unabhängige Elemente. Auf der
Hauptdiagonalen stehen die axialen Trägheitsmomente Iixx, Iiyy und Iizz. Die Elemente
auf den Nebendiagonalen sind die Deviationsmomente Iixy, Iixz und Iiyz. Zudem ist die
Lage des Schwerpunktes bei der Ankopplung des Ingot von Bedeutung. Die Schwer-
punktlage wird mit dem Vektor ~rSI = (rSIx , rSIy , rSIz)T berücksichtigt.
1Im Allgemeinen ist mit Siliziumblock oder Ingot die gesamte Baugruppe bestehend aus dem zu schneiden-
den Silizium und allen montagebedingten Bauteilen gemeint.









Abb. 5.3.: Ankopplung des Siliziumblockes am Schwingdeckel – körperfestes (xS,yS,zS)-Koordinatensystem
des Schwingdeckels; körperfestes (xI,yI,zI)-Koordinatensystem des Siliziumblockes im Schwerpunkt des
Siliziumblockes und ausgerichtet wie (xS, yS, zS)-System; Ortsvektor~rSI vom (xS, yS, zS)-System zum Schwer-
punkt des Siliziumblockes
Aus den 10 Parametern ist eine 3× 3-Massenmatrix Mi für das Ingot zu berechnen,
die sich auf die generalisierten Koordinaten~xTs (t) = (xs1(t) , xs2(t) , xs3(t)) des Schwing-
deckels bezieht. Die starre Ankopplung des Blockes am Schwingdeckel ermöglicht die
Addition der Matrix Mi zur Massenmatrix Ms aus Gleichung (4.101):
Msi = Ms +Mi . (5.52)
Die Massenmatrix Msi berücksichtigt die Masseneigenschaften des Deckels und des
Blockes. Gleichung (5.52) muss bei der Berechnung der Systemmatrix Ae beachtet
werden (vgl. Anhang A.3 bzw. Anhang A.6). Die Berechnung der Massenmatrix Mi
erfolgt über die Massenmatrix Mi2, die die Trägheitswirkungen bezüglich der Koordi-
naten ~ys(t) = (xv(t) , αs(t) , βs(t))T erfasst. Mit der Matrix T xsys nach (4.88) und der
Beziehung (4.87) gilt der Zusammenhang





T Mi T xsys ~̈ys(t) = δ~y
T
s Mi2 ~̈ys(t) . (5.53)




T)−1 Mi2 (T xsys )−1 = T ysxs T Mi2 T ysxs (5.54)
mit der Matrix T ysxs nach (5.49) ablesbar. Die Massenmatrix Mi2 lässt sich über die
kinetische Energie des Siliziumblockes Ekini(t) bestimmen, wobei die Energie in Ab-





(0)~vTi (t) Mi (0)~vi(t) + (0)~ω
T
i (t)
0IRkard(t) Ii 0IRTkard(t) (0)~ω i(t)
]
(5.55)
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berechnet [27]. Die orthogonale Rotationsmatrix 0IRkard(t) zur Transformation vom
körperfesten (xI,yI,zI)-System ins (x0,y0,z0)-Inertialsystem (vgl. Abbildung 4.9) lautet
in Abhängigkeit von den konsekutiven Verdrehungen αs(t) und βs(t)
0IRkard(t) =
 cosβs(t) 0 sinβs(t)sinαs(t) sinβs(t) cosαs(t) -sinαs(t) cosβs(t)
-cosαs(t) sinβs(t) sinαs(t) cosαs(t) cosβs(t)
 . (5.56)
Die Schwerpunktgeschwindigkeit (0)~vi(t) des Ingot berechnet sich durch Aufstellen des








Die Winkelgeschwindigkeit (0)~ω i(t) bezüglich des Inertialsystems ergibt sich wie folgt.









(0)~ω i(t)×0I Rkard(t) =(0) ω̃ i(t) 0IRkard(t) . (5.59)
In (5.59) wird für das Kreuzprodukt die äquivalente Schreibweise mit der Matrix
(0)ω̃ i(t) =
 0 -(0)ω iz(t) (0)ω iy(t)(0)ω iz(t) 0 -(0)ω ix(t)
-(0)ω iy(t) (0)ω ix(t) 0
 (5.60)
benutzt. Vergleicht man (5.58) unter Beachtung von (5.59) mit (5.57), lassen sich die
Elemente des Winkelgeschwindigkeitsvektors (0)~ω i(t) mit
(0)ω̃ i(t) =0I Ṙkard(t) 0IRTkard(t) (5.61)
berechnen. Anschließend kann die Einsortierung der Elemente in den Vektor
(0)~ω
T
i (t) = ( (0)ω ix(t) , (0)ω iy(t) , (0)ω iz(t)) (5.62)
gemäß (5.60) erfolgen.
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Die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art liefern die vorerst gesuchte Massenmatrix Mi2.
Dabei wird weiterhin mit einem linearen Modell gearbeitet. Die Linearisierung erfolgt
um die Ruhelage ~ys(t) =~0, ~̇ys(t) =~0. Das bedeutet, dass die erforderlichen Differen-
tiationen und anschließenden Linearisierungen nur auf Trägheitskräfte und -momente















= [. . . ] ẍv(t)+ [. . . ] α̈s(t)+ [. . . ] β̈s(t) . . . . (5.65)
Aus der Linearisierung der Ausdrücke (5.63), (5.64) und (5.65) gehen die Elemente der
Matrix Mi2 als Koeffizienten der Beschleunigungen ẍv(t), α̈s(t) und β̈s(t) hervor. Für
die Matrix erhält man
Mi2 =
 Mi Mi rSIy −Mi rSIxMi rSIy Iixx+Mi (r2SIy+ r2SIz) Iixy−Mi rSIx rSIy
−Mi rSIx Iixy−Mi rSIx rSIy Iiyy+Mi (r2SIx+ r2SIz)
 . (5.66)
In den Elementen mi222, mi223, mi232 und mi233 sind die Huygens-Steiner-Beziehungen
zur Transformation von Massenmomenten wiederzuerkennen [40]. Die Transformation
(5.54) mit der Matrix T ysxs ergibt die gesuchte Massenmatrix Mi. Die Elemente der
symmetrischen Matrix werden mit mi i j (i, j = 1,2,3) bezeichnet und sind im Anhang
A.4 angegeben. Die Momente Iixz, Iiyz und Iizz des Trägheitstensors Ii haben aufgrund
der linearen Betrachtungen keinen Einfluss auf das dynamische Verhalten.
Äußere Dämpfungseinflüsse durch Schwingungen in der Luft werden auch mit ange-
koppeltem Ingot vernachlässigt. Bereits bei der Identifikation des Schwingdeckels wur-
de die äußere Dämpfung letztendlich nicht berücksichtigt (vgl. Abschnitt 4.1.5). Die
Dämpfungsmatrix gemäß (4.102) beinhaltet nur die innere Werkstoffdämpfung, die bei
der Verformung der seitlichen Blechstreifen des Schwingdeckels auftritt. Der Vorgang
wird durch die Montage des Ingot nicht beeinträchtigt, d.h., die Dämpfungsmatrix Ds
bleibt unverändert. Ein Einfluss auf die Steifigkeitsverhältnisse am Schwingdeckel, also
eine Änderung der Matrix Ks aus (4.103), ist ebenfalls ausgeschlossen.
5.5. Vereinfachtes Modell
Um die Parameteridentifikation in Abschnitt 6.3.5 zu vereinfachen, wird die Anzahl
der Parameter sinnvoll herabgesetzt. Testsimulationen mit dem Gesamtmodell incl.
Siliziumblock zeigen, dass die Variation bestimmter Parameter innerhalb realistischer
Grenzen kaum Einfluss auf das Simulationsergebnis hat. Zum einen betrifft das die
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Aktorparameter mp i und Gv i (i = 1,2,3). Der Verlustwiderstand Rv i = 1/Gv i kann ei-
nige Gigaohm betragen [33]. Die Masse der Piezokeramiken wird mit 30g angegeben
[72]. Bei einseitiger Einspannung resultiert daraus eine effektiv bewegte Masse von etwa
10g. Bei der Kopplung an den Schwingdeckel, der eine Masse von etwa 1,5kg aufweist,
ist die Vernachlässigung der Masse mp i aus praktischer Sicht gerechtfertigt. Weiterhin
sind die Massen der Kopfstücke mku i und mko i von ungefähr 3 bis 4g vernachlässigbar.
Zusätzlich wird die ohnehin nur geschätzte Dämpfung der Kopfstücke nicht berück-
sichtigt. Aus diesen Annahmen geht ein vereinfachtes Gesamtmodell hervor. Für die
genannten Parameter gilt
mp i = 0 , Gv i = 0 , mku i = 0 , mko i = 0 , bku i = 0 für i = 1,2,3 . (5.67)
Dadurch entfallen 15 Parameter. Das Streichen der Aktormassen mp i und der Kopf-
stückmassen mku i, die für i = konst. stets als Summe im Modell auftreten, hat eine Än-
derung der Systemordnung zur Folge. Da in den Aktorgleichungen (3.9) und (3.10) keine
geschwindigkeitsproportionale Dämpfung berücksichtigt wird, reduziert sich die Syste-
mordnung insgesamt um den Grad 6. Um ein vereinfachtes Modell der Erregereinheit
anzugeben, ist es nicht möglich, insbesondere die Parameter mp i und mku i im vollstän-
digen Modell einfach Null zu setzen. Bereits bei der Überführung der piezoelektrischen
Modellgleichungen (3.9) und (3.10) in den Zustandsraum kommt es wegen mp i = 0 zur
unerlaubten Division durch Null. Aus diesem Grund werden die Zustandsraummodelle
der Aktoren neu aufgestellt. Bei der E/A-Beschreibung der Aktoren im Frequenzbe-
reich nach (5.7) ist dagegen das Null setzen der Aktormasse und des Verlustleitwertes
möglich. Die im Anhang A.1 angegebenen Übertragungsfunktionen gelten ohne Ein-
schränkung mit mp i = 0 und Gv i = 0. Das vereinfachte Zustandsraummodell geht aus
den Gleichungen (3.9) und (3.10) mit mp i = 0 und Gv i = 0 hervor. Ohne Angabe des
Index i erhält man
(cp+ cv) · xp(t)+ cp dp RiL · ip(t) = cp dp ·up(t)+ pp(t) (5.68)
−cp dp · ẋp(t)+(C− cp d 2p )RiL · iṗ (t)+ ip(t) = (C− cp d 2p ) · u̇p(t) . (5.69)
Da (5.68) eine algebraische Gleichung ist, ergibt sich für das Aktormodell ein System







+C− cp d 2p
)













Zur Erarbeitung einer äquivalenten Darstellung im Zustandsraum (5.1), (5.2) mit den
Ein- und Ausgangsgrößen nach (5.3) und (5.4) wird (5.70) in den Laplaceschen Bild-
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bereich transformiert. Das Auflösen nach Ip(s) = L {ip(t)} ergibt
Ip(s) =
[(









RiL s+ cp+ cv
Up(s)+
cp dp s[(




RiL s+ cp+ cv
Pp(s) . (5.71)
Die Übertragungsfunktionen in (5.71) entsprechen den Gleichungen (A.7) bis (A.12)
im Anhang A.1 bei den Annahmen (5.67). Durch das Vorhandensein zweier Eingangs-
größen sowie der zeitlichen Ableitungen auf der rechten Seite von (5.70) ist man zur
Einführung zweier Zustandsgrößen zap(t) und zbp(t) gezwungen. Im Bildbereich wird
Zap(s) =
1[(












RiL s+ cp+ cv
Pp(s) (5.73)
gewählt. Durch Rücktransformation von (5.72) und (5.73) in den Zeitbereich und Um-
stellung nach żap(t) sowie żbp(t) lassen sich die einzelnen Zustandsdifferentialgleichungen
aus (5.1) angeben. Aus der Definition des Zustandsvektors gemäß
~zp i(t) = (zap i(t) , zbp i(t))
T (5.74)
folgt der Aufbau der Matrizen Ap i und Bp i des vereinfachten Aktormodells. Die Matri-
zen sind im Anhang A.5 enthalten (Gleichungen (A.39) und (A.40)). Für die Formulie-
rung der Beobachtungsgleichung (5.2) ist Gleichung (5.75) anzugeben. Wie zu fordern,
ergibt sich mit (5.72) und (5.73) in
Ip(s) =
{[(






Zap(s)+{cp dp s} Zbp(s) (5.75)
Gleichung (5.71). Die Rücktransformation von (5.75) in den Zeitbereich liefert die Aus-
gangsgröße ip(t). Die Abhängigkeiten von żap(t) und żbp(t) können mit Hilfe der Zu-
standsgleichungen eliminiert werden, so dass ip(t) nur von den Zustands- und Eingangs-
größen abhängt. Die Gleichung für die Ausgangsgröße xp(t) entsteht durch Einsetzen
von ip(t) in (5.68). Aus den Bestimmungsgleichungen für xp i(t) und ip i(t) (i = 1,2,3)
gehen die Matrizen Cp i und Dp i hervor, die ebenfalls im Anhang A.5 enthalten sind
(Gleichungen (A.41) und (A.42)).
Neben der Zustandsraumdarstellung für die Aktoren ist das Gleichungssystem (5.22)
zur Beschreibung der Kopfstücke neu anzugeben. Die Annahmen (5.67) führen auf
Kk i ~xk i(t) = ~pk i(t) (5.76)
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mit den Kräften ~pk i(t) nach (5.23), den Verschiebungen ~xk i(t) nach (5.24) und der
Steifigkeitsmatrix Kk i nach (5.27). Das Modell des Schwingdeckels (4.104) bleibt be-
stehen.
Mit den reduzierten Einzelmodellen lässt sich ein Blockschaltbild, ähnlich dem aus
Abbildung 5.2 entwickeln, wobei weniger Koppelmatrizen notwendig sind. Die Matrizen
Kk ip i ,1, Kk ip i ,2 sowie Kk is,1, Kk is,2 entfallen. Die anderen Koppelmatrizen können zum
Großteil übernommen werden. Erschwerend kommt beim vereinfachten Modell jedoch
hinzu, dass sich die Auslenkungen xp i(t) nicht allein aus dem Zustandsvektor, sondern
auch aus dem Eingangsvektor der Aktoren ergeben. Im Gegensatz zum Aktormodell aus
Abschnitt 5.1 ist die obere Zeile der Durchgangsmatrix Dp i des vereinfachten Modells
keine Nullzeile. Es bietet sich an, die Kopfstücke über die Matrizen






mit den Ausgangsvektoren ~yp i(t) der Aktoren zu koppeln. Wie in Abschnitt 5.3 be-
schrieben, gelingt anhand des Blockschaltbildes die Herleitung des Gesamtmodells. Die
Modellmatrizen sind im Anhang A.6 angegeben. Tabelle 5.2 gibt einen Überblick über
die zum vereinfachten Gesamtmodell gekoppelten Einzelmodelle und Gleichungen.
Tab. 5.2.: Verwendete Einzelmodelle zur Kopplung zum vereinfachten Gesamtmodell der Schwingungs-
erregereinheit
Modell Modellmatrizen Eingangsgrößen Ausgangsgrößen
Piezoaktoren Ap i nach (A.39) ~up i(t) nach (5.3) ~yp i(t) nach (5.4)
i = 1, 2, 3 Bp i nach (A.40) Zustandsgrößen:
nach Gleichungen Cp i nach (A.41) ~zp i(t) nach (5.74)
(5.1), (5.2) Dp i nach (A.42)
Schwingdeckel Ms nach (4.101) ~ps(t) nach (4.105) ~xs(t) nach (4.86)
nach Gleichung Ds nach (4.102)
(4.104) Ks nach (4.103)
Kopfstücke Kk i nach (5.27) ~pk i(t) nach (5.23) ~xk i(t) nach (5.24)
i = 1, 2, 3
nach Gleichung
(5.76)
Erregereinheit Ae nach (A.43) ~ue(t) nach (5.46) ~ye(t) nach (5.47)
nach Gleichungen Be nach (A.53) Zustandsgrößen:
(5.43), (5.44) Ce nach (A.55) ~ze(t) nach (5.45)
De nach (A.60) (~zp i(t) nach (5.74))
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Dass die Annahmen (5.67) keine wesentlichen Änderungen im Modellverhalten hervor-
rufen, ist zum einen am Übertragungsverhalten im Frequenzbereich und zum anderen
an den Eigenwerten der Systemmatrix Ae erkennbar. Die Unterschiede werden anhand
der Beispielwerte aus Tabelle 5.3 untersucht.
Tab. 5.3.: Parameterwerte zum Vergleich des vereinfachten Modells mit dem vollständigen Modell aus Ab-
schnitt 5.3 – Die im vereinfachten Modell nicht berücksichtigten Werte sind eingeklammert.
Schwingdeckel:
Ms nach (4.101) ; Ds nach (4.102) ; Ks nach (4.103)
Kopfstücke (i = 1,2,3):
ck i = 50 Nµm ; (mku i = 3,95g) ; (mko i = 2,65g) ; (Dk i = 0,1%)
Piezoaktoren (i = 1,2,3):
RiL i = 1,5Ω ; Ci = 30 ·10−6 AsV ; cp i = 60
N
µm ; cv i = 20
N
µm ; dp i = 0,5
µm
V ;
(mp i = 10g) ; (Gv i = 0,01µS)
Siliziumblock:
Mi = 5kg; Iixx = 0,02kgm2 ; Iiyy = 0,02kgm2 ; Iixy = 0;
rSIx = 0,05m; rSIy = 0; rSIz = 0,08m
Eine geeignete Darstellung des Übertragungsverhaltens ist das Bode-Diagramm, in
dem Amplituden- und Phasengang über der Frequenz aufgetragen werden. Bei der
Erregereinheit handelt es sich um ein System mit 3 Eingangssignalen und 9 Ausgän-
gen. Es gibt demnach 27 dieser Schaubilder. Es fällt auf, dass bei höheren Frequenzen
(> 5000Hz) die Verläufe beider Modelle signifikant voneinander abweichen. In Über-
einstimmung mit der höheren Systemordnung weist das vollständige Modell bei ho-
hen Frequenzen zusätzliche Resonanzen auf, die sich in Amplitudenüberhöhungen und
180◦-Phasensprüngen äußern und im vereinfachten Modell nicht vorhanden sind. Das
Verhalten in diesem Frequenzbereich ist hier jedoch nicht bedeutend.
Die Eigenwerte der Modelle bestätigen dieses Verhalten. Beide Systemmatrizen wei-
sen jeweils 9 fast identische Eigenwerte auf, die auf geringe Unterschiede im System-
verhalten hinweisen (vgl. Tabelle 5.4). Die 3 konjugiert komplexen Paare sind vor-
wiegend den mechanischen Freiheitsgraden zuzuordnen. Dagegen gehen die 3 reellen
Eigenwerte anschaulich aus dem elektrischen Tiefpassverhalten der Aktoren hervor.
Zusätzlich ergibt sich jeweils ein dreifacher Eigenwert, der entsteht, weil sowohl beim
vollständigen als auch beim vereinfachten Modell die Aktormodelle bei der Überführung
in den Zustandsraum um eine Dimension erweitert werden. Es sei darauf hingewiesen,
dass die zusätzlichen Eigenwerte nicht vielfach auftreten, wenn die Aktorparameter für
i = 1,2,3 voneinander abweichen. Zudem treten diese Eigenwerte einzeln und zahlen-
mäßig identisch in den entsprechenden Modellen der Aktoren auf. Beim vollständigen
Modell gibt es weitere konjugiert komplexe Eigenwerte, die aus den Freiheitsgraden
der Aktor- und Kopfmassen hervorgehen. Die Eigenwerte sind betragsmäßig sehr groß
und deshalb für das dynamische Systemverhalten von geringer Bedeutung.
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Tab. 5.4.: Eigenwerte (EW) des vollständigen Modells und des vereinfachten Modells
EW vollständiges Modell in s−1 EW vereinfachtes Modell in s−1
−10,24 ± j1,76 ·103 ≈ −10,23 ± j1,76 ·103
−27,62 ± j2,91 ·103 ≈ −27,58 ± j2,91 ·103
−62,56 ± j4,40 ·103 ≈ −62,42 ± j4,41 ·103
−31,25 ·103 ≈ −30,29 ·103
−31,31 ·103 ≈ −30,36 ·103
−31,34 ·103 ≈ −30,39 ·103
−44,44 ·103 (×3) 6= −25,40 ·103 (×3)
(−6,565 ± j114,75) ·103
(−6,562 ± j114,76) ·103
(−6,558 ± j114,78) ·103
5.6. Stabilität, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
der Modelle
Es wird die Stabilität, die Steuerbarkeit und Ausgangssteuerbarkeit sowie die Beob-
achtbarkeit des vollständigen und des vereinfachten Gesamtmodells untersucht. Die Be-
trachtungen beziehen sich zum Großteil auf den Parametersatz in Tabelle 5.3. Allgemein-
gültige Aussagen sind daher nicht ableitbar. Für derartige Untersuchungen bilden die
Ausführungen jedoch die Grundlage.
Stabilität Allgemein beziehen sich Stabilitätsuntersuchungen auf die Überprüfung
der Stabilität eines Gleichgewichtszustandes. Dieser Grundzustand wird dazu mit ei-
ner kleinen Störung beaufschlagt. Stabilität im Sinne von Ljapunow bedeutet, dass
allein durch Begrenzen der Anfangsstörung die Störung zu allen späteren Zeiten kleiner
als eine vorgegebene Grenze gehalten wird [81]. Bei der Untersuchung der Zustands-
stabilität von Mehrgrößensystemen ist die euklidische Vektornorm der Abweichung des
gestörten vom ungestörten Zustandsvektor ein geeignetes Maß für die Störung. Die
Zustandsstabilität bezieht sich auf lineare, nicht angeregte Systeme [51], d.h., für das
System (5.43), (5.44) gilt ~ue(t) ≡~0. Die Überprüfung ist auf den Zustand des Sys-
tems beschränkt, da für ~ue(t) ≡~0 der Zustands- und der Ausgangsvektor nur über
die Beobachtungsmatrix in Beziehung stehen. Somit folgt aus der Stabilität eines Zu-
standes ohne Weiteres die Stabilität der Ausgangsgrößen. Der hier zu untersuchende
Gleichgewichtszustand ist die Ruhelage des Systems, die sich für ~̇ze(t)≡~0 aus
Ae ·~ze(t) =~0 (5.78)
mit der N×N-Matrix Ae des jeweiligen Systems ergibt. Die Matrizen Ae des vollstän-
digen und des vereinfachten Modells (Gleichungen (A.17) bzw. (A.43)) sind reguläre
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Matrizen, so dass aus (5.78) die Ruhelage
~zer(t)≡~0 (5.79)
hervorgeht. Zustandsstabilität nach Ljapunow bedeutet, dass das Aufbringen einer
Anfangsstörung ~ze(t = 0) =~zea 6=~zer(t = 0) =~0 eine Abweichung ∆~ze(t) =~ze(t)−~zer(t)
zur Folge hat, deren Vektornorm ||∆~ze(t)|| für alle Zeiten kleiner als eine festgelegte
Grenze bleibt. Wegen (5.79) gilt hier ∆~ze(t) =~ze(t). Der Zustand ~ze(t) berechnet sich
aus der Anfangsstörung~zea über die Transitionsmatrix eAe t gemäß
~ze(t) = eAe t ·~zea , (5.80)
wobei
||~ze(t)|| ≤ ||eAe t || · ||~zea|| (5.81)
gilt [51] und ||eAe t || die Frobenius-Norm der Transitionsmatrix ist. Es ist zu erkennen,
dass die Norm ||~ze(t)|| nur dann durch Begrenzung der Norm des Anfangszustandes
||~zea|| unterhalb eines festgelegten Wertes bleiben kann, wenn die Norm der Transitions-




||~ze(t)||= 0 , (5.82)
muss für die Transitionsmatrix
lim
t→∞
||eAe t ||= 0 (5.83)
gelten. Die Forderung (5.83) ist erfüllt, wenn die Eigenwerte λe i der Matrix Ae aus-
schließlich negative Realteile aufweisen, d.h.
ℜ{λe i}< 0 ; k = 1,2, ...,N (5.84)
gilt [52]. Sämtliche Eigenwerte, sowohl die des vereinfachten als auch des vollständigen
Modells, liegen für die Parameter in Tabelle 5.3 in der Gaussschen Zahlenebene links
der imaginären Achse (vgl. Tabelle 5.4). Damit ist die Ruhelage (5.79) des Systems
(5.43), (5.44) asymptotisch zustandsstabil.
Eine weitere Stabilitätsdefinition ist die der Eingangs/Ausgangs-Stabilität (E/A-Stabi-
lität). Ein lineares System (5.43), (5.44) heißt E/A-stabil, wenn für~zea =~0 und ein be-
liebig beschränktes Eingangssignal ||~ue(t)||< ∞ das Ausgangssignal beschränkt bleibt:
||~ye(t)||<∞ , für t > 0 [51]. Die Stabilitätsuntersuchung kann anhand der Übertragungs-
funktionsmatrix vorgenommen werden. Weisen alle Pole des Systems negative Realteile
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auf, so ist das System E/A-stabil [52]. Da alle Pole auch Eigenwerte der Systemmatrix
sind, ist bei Zustandsstabilität ohne Weiteres auch E/A-Stabilität gegeben.
Steuerbarkeit Das lineare System (5.43), (5.44) ist vollständig zustandssteuerbar,
wenn es für jeden Anfangszustand ~ze(t = 0) =~zea eine Steuerfunktion ~ue(t) gibt, die
das System innerhalb einer beliebigen endlichen Zeitspanne in den Endzustand ~ze(t =
te) =~0 überführt [78]. Kann der Endzustand nur aus bestimmten Anfangszuständen
unter den genannten Bedingungen erreicht werden, so wird lediglich von Steuerbarkeit
gesprochen. Zeitinvariante kontinuierliche Systeme sind bei gegebener Steuerbarkeit
stets auch vollständig steuerbar, weshalb bei den vorliegenden Modellen diese Unter-




Be , Ae Be , Ae2 Be , . . . , AN−1e Be
)
(5.85)
erfolgen. Bei dem von Kalman formulierten Kriterium wird der Rang der Steuer-
barkeitsmatrix berechnet. Vollständige Steuerbarkeit ist gegeben, wenn die Matrix den
Rang N hat. Aufgrund der Größenordnungen der Parameter, die hier zwischen 106 und
10−6 variieren, führt das Potenzieren der Systemmatrix Ae zu stark voneinander abwei-
chenden Einträgen in der Matrix Ss. Die großen Unterschiede haben einen numerisch
bedingten Rangabfall zur Folge. Somit ist auf diese Weise keine zuverlässige Aussage
hinsichtlich der Steuerbarkeit möglich.
Stattdessen erfolgt der Nachweis der Steuerbarkeit mit dem Steuerbarkeitskriterium
von Gilbert. Das Kriterium beruht auf der Diagonalisierbarkeit der Systemmatrix
Ae. Dahingehend sind zunächst nähere Betrachtungen erforderlich. In die homogene
Zustandsgleichung (5.43) mit ~ue(t)≡~0 wird der Ansatz~ze(t) =~ve e λe t eingesetzt und es
entsteht das Eigenwertproblem
[λe E(N)−Ae]~ve =~0 . (5.86)
Wenn ~ve i den i-ten Eigenvektor bezeichnet und alle Eigenvektoren spaltenweise zur
Modalmatrix Ve zusammengefasst werden, lässt sich
Ve Λe = Ae Ve (5.87)
angeben. Die Diagonalmatrix Λe enthält alle Eigenwerte λe i auf der Hauptdiagonalen.
Ein Auflösen nach Λe gelingt nur dann, wenn die Modalmatrix Ve regulär ist. Die Dia-
gonalisierung der Matrix Ae ist demnach nur möglich, wenn die Eigenvektoren der N
Eigenwerte linear unabhängig voneinander sind. Da die numerisch berechnete Deter-
minante der Modalmatrizen des jeweiligen Systems für die Beispielwerte aus Tabelle
5.3 sehr klein ist, kann die lineare Unabhängigkeit der Eigenvektoren und somit die
Diagonalisierbarkeit der Systemmatrizen so nicht überprüft werden.
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Zweckmäßig ist hier der Vergleich der algebraischen mit der geometrischen Vielfach-
heit der Eigenwerte. Stimmen diese bei jedem Eigenwert überein, so ist die System-
matrix diagonalisierbar [8]. Die algebraische Vielfachheit ergibt sich aus der Vielfach-
heit der Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Die geometrische Vielfachheit
entspricht der Anzahl linear unabhängiger Eigenvektoren eines Eigenwertes, wobei die
geometrische höchstens gleich der algebraischen Vielfachheit ist [8]. Demnach ist für
alle algebraisch einfachen Eigenwerte die geforderte Gleichheit der Vielfachheiten ohne
Weiteres gegeben. Es ist lediglich der Spezialfall dreifacher Eigenwerte (vgl. Tabelle
5.4) genauer zu untersuchen. Die drei Eigenvektoren, die aus dem vielfachen Eigen-
wert des jeweiligen Modells hervorgehen, sind linear unabhängig, da pro Eigenvektor
nur zwei Elemente ungleich Null berechnet werden und sich die Elemente bei jedem
Eigenvektor in anderen Zeilen befinden. Somit ist die Ähnlichkeitstransformation
Λe = V−1e Ae Ve = diag [λe1, λe2, ..., λeN] (5.88)
für beide Modelle durchführbar. Die Diagonalisierbarkeit der Matrix Ae ermöglicht die
Überführung des Modells (5.43), (5.44) in den Raum der kanonischen Zustandsgrößen
~qe(t). In (5.43), (5.44) wird der Ansatz
~ze(t) = Ve~qe(t) (5.89)
eingesetzt. Die anschließende Linksmultiplikation der Zustandsgleichung mit der inver-
sen Modalmatrix V−1e führt unter Beachtung von (5.88) auf
~̇qe(t) = Λe ·~qe(t)+V−1e Be ·~ue(t) (5.90)
~ye(t) = Ce Ve ·~qe(t)+De ·~ue(t) . (5.91)
Da die Matrix Λe diagonal ist, sind die Zustandsgrößen~qe(t) untereinander nicht gekop-
pelt. Nach dem Steuerbarkeitskriterium von Gilbert ist zu verlangen, dass die neu
entstandene Eingangsmatrix V−1e Be keine Nullzeile aufweist. Ansonsten ist die ent-
sprechende Zustandsgröße nicht durch den Steuervektor ~ue(t) beeinflussbar. Für beide
Modelle ist diese notwendige Bedingung erfüllt, bei mehrfachen Eigenwerten ist sie
aber nicht hinreichend. Die dreifachen Eigenwerte beider Systeme sind in der Matrix
Λe an drei Stellen der Hauptdiagonalen wiederzufinden. Die entsprechenden Zeilen der
Matrix V−1e Be müssen zusätzlich linear unabhängig voneinander sein [52]. Die hin-
reichende Bedingung ist ebenfalls erfüllt, da die 3 Zeilen eine 3× 3-Diagonalmatrix
ergeben, deren Determinante von Null verschieden ist.
Ausgangssteuerbarkeit Von der Steuerbarkeit des Systemzustandes kann nicht oh-
ne Weiteres auf die Steuerbarkeit der Ausgangsgrößen geschlossen werden. Ausgangs-
steuerbarkeit bedeutet, dass das System (5.43), (5.44) durch eine geeignete Steuerung
~ue(t) von einem beliebigen Anfangswert~ye(t = 0) =~yea innerhalb einer beliebigen endli-
chen Zeitspanne in den Endzustand~ye(t = te) =~0 überführt werden kann. Bei gegebener
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Steuerbarkeit ist ein System ausgangssteuerbar, wenn der Rang der Beobachtungs-
matrix mit der Anzahl der Ausgangsgrößen übereinstimmt [52]. Sowohl das vereinfach-
te als auch das vollständige Modell weisen 9 Ausgangsgrößen auf (vgl. (5.47), (5.4),
(4.86)). Für das vollständige Modell ist die Berechnung des Ranges von Ce anhand der
parameterabhängigen Matrix (A.29) symbolisch möglich. Durch Streichen aller Null-
spalten sowie der Spalten, in denen sich die Elemente cp i dp i befinden, entsteht eine
9× 9-Diagonalmatrix, deren Determinante nicht verschwindet. Das vollständige Mo-
dell ist somit ausgangssteuerbar.
Ein derartiges Vorgehen führt beim vereinfachten Modell zunächst auf ein nicht aus-
gangssteuerbares System. Der Rang der Ausgangsmatrix Ce ist 6, da die Untermatrizen
Ce ii der parameterabhängigen Matrix (A.55) singulär sind. Hier ist jedoch der Durch-
gang De~ue(t) zu berücksichtigen. Das Problem tritt bereits bei den einzelnen Aktor-
modellen auf. Die Systemordnung N = 2 erlaubt symbolische Rechnungen mit der
Steuerbarkeits- und der Ausgangssteuerbarkeitsmatrix. Die Steuerbarkeit ist schnell
gezeigt, da allein die Matrix Bp i den Rang 2 aufweist. Da die 2× 2-Ausgangsmatrix
Cp i singulär und deren Rang damit kleiner als die Anzahl der Ausgangsgrößen ist,
kann so nicht auf Ausgangssteuerbarkeit geschlossen werden. Den Nachweis liefert die
Hypermatrix
Sas,p = (Cp i Bp i , Cp i Ap i Bp i , Dp i ) , (5.92)
d.h., das System ist ausgangssteuerbar, wenn rg(Sas,p)= 2 gilt [78]. Während die Unter-
matrix (Cp i Bp i , Cp i Ap i Bp i ) den Rang 1 hat, bewirkt die Berücksichtigung der Matrix
Dp i den Ranganstieg auf den Wert 2. Derartige Rechnungen sind für das vereinfachte
Gesamtmodell (N = 12) ohne übermäßigen Aufwand nicht möglich. Mit den Parametern
aus Tabelle 5.4 kann numerisch für die Matrix
S′as,e =
(
Ce Be , Ce A2e Be , De
)
(5.93)




Ce Be , Ce Ae Be , Ce Ae2 Be , . . . , Ce AN−1e Be , De
)
(5.94)
ist. Da die Determinante der Matrix S′as,e nicht verschwindet, ist der Rang von Sas,e
ebenfalls 9. Damit ist das vereinfachte Gesamtmodell vollständig ausgangssteuerbar.
Auch hier bewirkt nur die Berücksichtigung der Matrix De den erforderlichen Rang-
anstieg. Mit (5.94) gelingt der Nachweis der Ausgangssteuerbarkeit durch numerische
Rangbestimmung nicht.
80 5. Modellierung der Schwingungserregereinheit
Beobachtbarkeit Das lineare System (5.43), (5.44) ist vollständig beobachtbar, wenn
man bei bekannter äußerer Beeinflussung Be ·~ue(t) und bekannten Matrizen Ae und
Ce aus dem Ausgangsvektor ~ye(t) über ein endliches Zeitintervall den Anfangszustand
~ze(t = 0) =~zea eindeutig bestimmen kann [78]. Die Eigenschaft kann durch Berechnung
des Ranges der Beobachtbarkeitsmatrix
Sb =
(
CeT , (Ce Ae)T , (Ce Ae2)T , . . . , (Ce AN−1e )
T )T (5.95)
überprüft werden. Da die Matrix (5.95) Potenzen der Systemmatrix enthält, sind hier
ebenfalls keine zuverlässigen Schlussfolgerungen möglich. Es wird das Beobachtbarkeits-
kriterium von Gilbert herangezogen. Das System (5.43), (5.44) ist dazu ebenfalls in
die Normalform (5.90), (5.91) zu überführen. Vollständige Beobachtbarkeit ist gege-
ben, wenn die neu entstandene Ausgangsmatrix Ce Ve des in kanonischer Normalform
vorliegenden Systems keine Nullspalte aufweist. Als hinreichende Bedingung ist zu er-
gänzen, dass die Spalten der Matrix Ce Ve, die zu den kanonischen Zustandsvariablen
der mehrfachen Eigenwerte gehören, linear unabhängig sind [52]. Bei beiden Modellen
stellt sich jedoch heraus, dass genau diese Spalten Nullspalten sind bzw. sehr kleine
Werte (< 10−15) aufweisen. Das bedeutet, dass die Eigenvorgänge, die zu den dreifachen
Eigenwerten gehören, die Ausgangsgrößen nicht beeinflussen und somit nicht beobacht-
bar sind. Es ist bereits festgestellt worden, dass bei unterschiedlich parametrisierten
Piezomodellen keine mehrfachen Eigenwerte auftreten. Da hier aber die notwendige
Bedingung nicht erfüllt ist, sind auch dann die Modelle nicht beobachtbar.
Da die überzähligen Eigenwerte des Gesamtmodells aus der Erweiterung des Zustands-
raumes bei der Herleitung der Piezomodelle hervorgehen, werden die Modelle der Ak-
toren auf Beobachtbarkeit untersucht. Hier sind symbolische Rechnungen mit Hilfe der
Beobachtbarkeitsmatrix Sb gemäß (5.95) möglich. Beim vereinfachten Modell (N = 2)
ergibt sich aus (A.39) und (A.41) eine 4×2-Matrix mit dem Rang 1 6= N = 2, d.h., das
Modell ist nicht beobachtbar. Beim vollständigen Piezomodell (N = 4) wird eine 8×4-
Beobachtbarkeitsmatrix aus den Matrizen (A.13) und (A.15) gebildet. Die symbolische
Rechnung ergibt, dass die dritte und vierte Spalte der Beobachtbarkeitsmatrix linear
abhängig sind. Aus den ersten drei Spalten lässt sich einfach eine 3× 3-Matrix mit
nicht verschwindender Determinante ermitteln. Der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix
ist demnach 3 6=N = 4 und auch das vollständige Piezomodell ist nicht beobachtbar. Be-
reits aus diesen Erkenntnissen folgt die fehlende Beobachtbarkeit der Gesamtmodelle.
Dass die Eigenvorgänge der zusätzlichen Eigenwerte den Systemausgang nicht beein-
flussen, bestätigt sich durch Berechnung der Nullstellen, die in ihrer Gesamtheit als
invariante Nullstellen bezeichnet werden [52]. Sie ergeben sich aus der Rosenbrock-
Systemmatrix Pe(s). Die Matrix beinhaltet neben dem stationären Übertragungs-
verhalten auch die Eigenvorgänge der Systeme. Die Matrix ergibt sich durch La-
place-Transformation des Zustandsraummodells (5.43), (5.44) unter Berücksichtigung






















Die Rechteckmatrix weist für allgemeine Frequenzen s einen maximalen Normalrang
auf. Invariante Nullstellen sind die Frequenzen, bei denen der Rang unter den Normal-
rang fällt [52]. Offensichtlich ist, dass alle Eigenwerte zu einem Rangabfall führen kön-
nen, je nach Beschaffenheit der Matrizen Be und Ce. Es stellt sich heraus, dass das
Einsetzen der zusätzlichen Eigenwerte (vereinfachtes Modell: −25,40 ·103 s−1, vollstän-
diges Modell: −44,44 ·103 s−1; vgl. Tabelle 5.4) zu einem Rangabfall in den ersten 12
bzw. 18 Spalten der Rosenbrock-Matrix führt. Die Eigenwerte sind damit Ausgangs-
entkopplungsnullstellen [52]. Zu einem Rangabfall in den ersten 12 bzw. 18 Zeilen
kommt es dagegen nicht, deshalb sind die Nullstellen keine Eingangsentkopplungs-
nullstellen. Mit dem Auftreten derartiger Nullstellen gehen die Eigenschaften der Beob-
achtbarkeit bzw. der Steuerbarkeit der entsprechenden Eigenvorgänge verloren [52].
Sowohl Steuerbarkeit als auch Beobachtbarkeit sind in Hinblick auf die weitere Ver-
wendung der Modelle wichtige Eigenschaften. So ist die gegebene Steuerbarkeit z.B.
notwendig für einen Reglerentwurf durch Polzuweisung oder beim Konzept der optima-
len Regelung [52]. Die hier vorliegende Tatsache, nicht alle Eigenvorgänge beobachten
zu können, ist zu diskutieren. Beim Reglerentwurf stellt sich die Frage nach der Zugäng-
lichkeit der Zustandsgrößen. Da diese hier z.T. nicht physikalisch vorliegen und deshalb
nicht messbar sind, ist eine Zustandsrückführung ohne einen geeigneten Beobachter
nicht möglich. Ein Beobachter, der aus den Ein- und Ausgangsgrößen den Zustands-
vektor rekonstruiert (vgl. Luenberger-Beobachter), setzt allerdings die Beobacht-
barkeit der Zustandsgrößen voraus. Es ist an dieser Stelle möglich, das Gesamtmodell
für derartige Zwecke auf einen beobachtbaren Teil zu reduzieren.
Der kanonische N-zeilige Zustandsvektor ~qe(t) des vereinfachten bzw. vollständigen
Modells nach (5.90), (5.91) kann in einen beobachtbaren (N − 3)-zeiligen Teilvektor
~qeb(t) und einen nicht beobachtbaren 3-zeiligen Teilvektor ~qenb(t) aufgespalten werden
(N = 12 bzw. 18). Die Diagonalmatrix Λe ist in zwei Matrizen, die die beobachtbaren
sowie die nicht beobachtbaren Eigenwerte enthalten, zu teilen. Das Auftrennen der
Eingangsmatrix V−1e Be und der Ausgangsmatrix Ce Ve erfolgt zwischen den entspre-




























+De ·~ue(t) . (5.99)
Das sowohl steuerbare als auch beobachtbare Gesamtmodell kann aus (5.98) und (5.99)
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abgelesen werden:





~ye(t) = (Ce Ve)b ·~qeb(t)+De ·~ue(t) . (5.101)
Das Gesamtmodell (5.100), (5.101) ist uneingeschränkt äquivalent zu den Gesamt-
modellen (5.43), (5.44) bzw. (5.90), (5.91), da alle Modelle identische Polstellen aufwei-
sen. Zwar kann bei einer Zustandsrückführung der vollständige Zustandsvektor ~ze(t)
bzw. ~qe(t) nicht durch einen Beobachter rekonstruiert werden, da die Zustandsgrößen
~qe(t) aber entkoppelt sind, beeinflussen sie sich nicht gegenseitig und das Steuern der
nicht beobachtbaren Eigenwerte ist ohne Belang. Sie beeinflussen den komplett messba-
ren Systemausgang nicht und ein Zugriff auf diese Eigenvorgänge ist nicht notwendig.
Das Beobachterprinzip ist also auf Basis des Modells (5.100), (5.101) realisierbar. Die
Tatsache, dass die Zustandsgrößen ~qeb(t) keine messbaren physikalischen Größen sind,
ist im Vergleich zum Modell (5.43), (5.44) keine Verschlechterung, da diese Einschrän-
kung bereits dort auftritt.
Die Parameterbestimmung im Abschnitt 6.3.5 des nächsten Kapitels erfolgt anhand
des stationären E/A-Verhaltens im Frequenzbereich. Das Übertragungsverhalten wird
durch Gleichung (6.16) mit Hilfe der Systemübertragungsmatrix Hyeue(jΩ) beschrie-
ben. Bei der Berechnung von Hyeue(jΩ) liegt das Gesamtmodell (5.43), (5.44) mit den
Matrizen Ae, Be, Ce und De zugrunde. Die aus dem Modell (5.100), (5.101) abgeleitete
Matrix ist dazu identisch und es gilt
Hyeue(jΩ) = Ce (jΩE−Ae)
−1 Be +De
= (Ce Ve)b (jΩE−Λeb)
−1 (V−1e Be)b+De . (5.102)
Ebenso führt die Verwendung aller Modelldarstellungen ((5.100), (5.101) oder (5.90),
(5.91) oder (5.43), (5.44)) auf identische Übertragungsfunktionsmatrizen im Laplace-
schen Bildbereich. Jedoch weist lediglich das System (5.100), (5.101) ebenso viele Eigen-
werte wie Polstellen auf. Eine höhere Anzahl an Eigenwerten ist stets ein Anzeichen
für fehlende Steuerbarkeit und/oder Beobachtbarkeit [52].
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Schwingungserregereinheit
Es wird die Dynamik der montierten Schwingungserregereinheit untersucht. Zwar ist
die Erregereinheit für den Betrieb an einer Drahtsäge vorgesehen, sämtliche Versuche
in diesem Kapitel werden jedoch auf einem Schwingfundament mit einer Resonanz-
frequenz von 1Hz und einer Masse von 13t durchgeführt. Dadurch beeinflussen die
unbekannten dynamischen Eigenschaften der Versuchsdrahtsäge die Messergebnisse
nicht und sämtliche Interpretationen beziehen sich allein auf die Erregereinheit. Al-
le Untersuchungen beschränken sich auf den Frequenzbereich und es wird stets der
grundharmonische Anteil der jeweiligen Signale bei harmonischer Anregung betrach-
tet. In Kapitel 3 hat sich gezeigt, dass die Vernachlässigung von Oberwellen in den
Ausgangssignalen der Aktoren, die hier die wesentlichen Nichtlinearitäten aufweisen,
durchaus zulässig ist.
6.1. Allgemeine Anmerkungen zur
Versuchsdurchführung
Der Messaufbau kann zum Teil aus den Versuchen in Kapitel 3 übernommen werden.
Sowohl die Ansteuerung der Aktoren als auch die Messung der Spannungen up i(t),
der Auslenkungen xp i(t) und der Ströme ip i(t) (i = 1,2,3) erfolgt ohne Veränderun-
gen. Zusätzlich ist jetzt die Bewegung des Schwingdeckels zu erfassen. Dazu wird ein
Laservibrometer verwendet, mit dem jedoch die synchrone Messung mehrerer Struktur-
punkte nicht möglich ist. Die Datenerfassung muss bei jedem Strukturpunkt durch ein
externes Triggersignal ausgelöst werden. Als Triggersignal ist die Spannung up1(t) geeig-
net. Die Datenerfassung startet bei den einzelnen Strukturpunkten immer dann, wenn
die sinusförmige Spannung einen festgelegten Wert in steigender Flanke durchläuft.
Das bedeutet, dass sich alle gemessenen Auslenkungen des Schwingdeckels zeitlich auf
die Spannung up1(t) beziehen. Die Erfassung der Signale up i(t), xp i(t) und ip i(t) erfolgt
synchron, wird aber nicht getriggert. Da die Spannung up1(t) als Referenz in diesem
Datensatz enthalten ist und zugleich als Triggersignal für die Vibrometermessungen
dient, ist ein Abgleich der Daten möglich. Bei jeder Messung ist der Erregerfrequenz f
eine komplexe Amplitude u(Ref)p01 und eine aus dem Triggersignal ermittelte Amplitude
u(Vib)p01 zuzuordnen. Beide Größen beinhalten den Nullphasenwinkel ε (Ref)up1 bzw. ε
(Vib)
up1 . Zur
Berechnung der Phasenbeziehungen zwischen den Daten müssen die komplexen Ampli-




up1 ) multipliziert werden.
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Unter der Annahme starrer Deckelschwingformen ist die Messung der Verschiebungen
xs i(t) zur Beschreibung der Bewegung notwendig (vgl. Abbildung 4.9). Aufgrund von
Bohrungen sind Messungen in den Punkten P1, P2 und P3 mit dem Vibrometer nicht
möglich. Die erforderlichen Messpunkte MP1, MP2 und MP3 werden leicht versetzt an-
geordnet. Die Transformation der gemessenen Auslenkungen auf die gesuchten Größen
xs1(t), xs2(t) und xs3(t) wird anschließend vorgenommen. Zudem werden Hilfspunkte
definiert. Zum einen bestätigt die Auswertung der Auslenkungen in diesen Punkten
die Annahme starrer Schwingformen. Zum anderen erfüllen die Hilfspunkte den Zweck,
den Laser an Unebenheiten in der Struktur und am montierten Ingot vorbeizuführen.
Auf diese Weise neigt der Messkanal weniger zum Übersteuern und der Messaufwand











Abb. 6.1.: Anordnung der Messpunkte auf der Deckelaußenseite zur Messung der Deckelbewegung mit dem
Laservibrometer – Messpunkte MP1, MP2, MP3 zur Bestimmung der Auslenkungen xs1(t), xs2(t), xs3(t) in




3 (auf die Deckelaußenseite projizierte Punkte P1, P2, P3); Messreihenfolge: MP3-HP1-
HP2-MP1-HP3-HP4-MP2; Hilfspunkte HP1, HP2, HP3, HP4; Ingot grau angedeutet
Die vertikale Auslenkung in den Messpunkten MP1, MP2 und MP3 wird mit xv i(t)
(i = 1,2,3) bezeichnet. Die Umrechnung auf den Vektor ~xs(t) erfolgt mit Hilfe der
Koordinaten ~ys(t) = (xv(t) , αs(t) , βs(t))T. Die vertikale Verschiebung eines beliebigen
Punktes der Oberfläche lässt sich mit der Beziehung (4.81) angeben. Mit den Ober-
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6.2. Steuerung unter Vernachlässigung der
Deckeldynamik
Die ersten Versuche an der Schwingungserregereinheit werden ohne Ingot und unter
Berücksichtigung der experimentellen Ergebnisse aus Abschnitt 3.4 durchgeführt. Da-
rin sind Übertragungsfunktionen für die unbelasteten Aktoren gemessen worden. Eine
harmonische Erregerspannung up i(t) am i-ten Aktor ruft demnach eine Auslenkung
xp i(t) und einen Strom ip i(t) hervor (i = 1,2,3). Die komplexen Amplituden der Grund-
schwingungen von xp i(t) bzw. ip i(t) können mit den Übertragungsfunktionen aus den
Eingangsamplituden berechnet werden. Eine inverse Vorschrift wird im Folgenden ge-
nutzt, um die Aktoren bei montierter Schwingungserregereinheit anzusteuern.
6.2.1. Theoretische Vorbetrachtungen
In Abbildung 3.15 ist das Übertragungsverhalten eines einzelnen Aktors dargestellt. Die
Abbildung macht deutlich, dass das Frequenzverhalten, beschrieben durch den kom-
plexen Funktionsverlauf Hxp iup i(jΩ), von der Erregeramplitude abhängt. Anhand der
Messungen kann jeder komplexen Spannungsamplitude up0 i, deren Beträge zwischen
1V und 45V variiert wurden, über den Zusammenhang
xp0 i = Hxp iup i(jΩ , ûp i) ·up0 i (6.3)
eine komplexe Auslenkungsamplitude xp0 i zugeordnet werden. Der Amplitudenbetrag
wird mit ûp i bzw. x̂p i bezeichnet. Aus dem zu (6.3) inversen Verhalten gehen durch
Vorgabe harmonischer Zeitfunktionen xp i(t) die erforderlichen Spannungen up i(t) her-
vor. Dabei wird die Anbindung des Schwingdeckels vernachlässigt und so der Einfluss
der Kopplung auf das dynamische Verhalten der Aktoren untersucht. Jeder aus den
Messungen vorliegende Quotient Hxp iup i = xp0 i/up0 i ist zu invertieren und es entsteht
der inverse Zusammenhang
up0 i = H−1xp iup i(jΩ , x̂p i) · xp0 i = Hup ixp i(jΩ , x̂p i) · xp0 i . (6.4)
Die punktweise bekannten Übertragungsfunktionen Hup ixp i(jΩ , x̂p i) sind für Aktor 3
in Abbildung 6.2 dargestellt.
Das Ziel besteht darin, für die Aktoren die Auslenkungsamplituden sowie die Erreger-
frequenz vorzugeben, wobei die Frequenz bei jedem Aktor identisch sein soll. Der rea-
lisierbare Wertebereich hängt von der Frequenz ab. Somit ist die Frequenz im ersten
Schritt festzulegen. Dabei gilt 0,05Hz < f < 1000Hz. Für nicht gemessene Zwischen-
werte ist geeignet zu interpolieren. Wird z.B. f = 276Hz gewählt, so sind für 250Hz
und 300Hz die Funktionsverläufe in Abhängigkeit von der Amplitude x̂p i für jeden
Aktor darstellbar (vgl. Abbildung 6.3). Aus beiden Messreihen ergibt sich der Werte-
bereich für die Wahl von x̂p i. Für beispielsweise 5,5µm erhält man durch Interpolation




















Abb. 6.2.: Inverses Übertragungsverhalten von Piezoaktor 3 – Darstellung der Amplitudenvergrößerung
die Amplituden bei f = 250Hz und f = 300Hz. Der Übertragungsfaktor bei f = 276Hz
wird mit Hilfe dieser Werte linear interpoliert. Der komplexe Übertragungsfaktor für
die Beispielwerte ist Hup3xp3 = (2,33+ j0,92)V/µm mit |Hup3xp3|= 2,51V/µm.
Für eine Erregerfrequenz f kann jedem Aktor ein Signalverlauf xp i(t)mit der Amplitude
x̂p i und dem Nullphasenwinkel εxp i gemäß
xp i(t) = x̂p i sin(2π f + εxp i) (6.5)
zugewiesen werden. Unter Berücksichtigung der Frequenz f und der Amplitude x̂p i
wird der komplexe Übertragungsfaktor Hup ixp i wie beschrieben bestimmt. Die Erreger-
funktion up i(t) setzt sich wie folgt zusammen:
up i(t) = ûp i sin(2π f + εup i) . (6.6)
Den Amplitudenbetrag ûp i erhält man aus
ûp i(t) =
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interpolierter Verlauf bei f = 300Hz
interpolierter Verlauf bei f = 250Hz
Übertragungsfaktor (Betrag) bei
f = 276Hz und x̂p 3 = 5,5µm
Abb. 6.3.: Inverses Übertragungsverhalten (nur Betrag dargestellt) von Piezoaktor 3 bei den Erreger-
frequenzen 250Hz und 300Hz in Abhängigkeit von der Ausgangsamplitude x̂p3
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Der Nullphasenwinkel εup i des harmonischen Spannungsverlaufs wird mit









berechnet. Die Beziehungen (6.7) und (6.8) ergeben sich durch Anwendung der kom-
plexen Schreibweise gemäß
xp i(t) = xp0 i e j2π f ·t , (6.9)
up i(t) = up0 i e j2π f ·t . (6.10)
Die komplexen Amplituden xp0 i und up0 i beinhalten neben dem Betrag jeweils einen
Nullphasenwinkel, der dem Winkel des komplexen Amplitudenzeigers mit der reellen
Achse entspricht:
xp0 i = x̂p i e jεxp i , (6.11)
up0 i = ûp i e jεup i . (6.12)
Gleichung (6.4) stellt einen Zusammenhang zwischen den komplexen Amplituden her
und Hup ixp i beinhaltet in Analogie zu (6.11) und (6.12) die Phasenverschiebung zwischen
beiden Signalen. Das bedeutet, es gilt
Hup ixp i =





Die Beziehung (6.4) in (6.10) eingesetzt führt mit (6.11), (6.12) und (6.13) auf einen
Zusammenhang, aus dem die Amplitude ûp i und der Nullphasenwinkel εup i abgelesen
werden können:
up0 i e j2π f ·t = Hup ixp i xp0 i e
j2π f ·t
ûp i e jεup i e j2π f ·t =
∣∣Hup ixp i∣∣ e jϕup ixp i x̂p i e jεxp i e j2π f ·t
ûp i e jεup i e j2π f ·t =
∣∣Hup ixp i∣∣ x̂p i e j(εxp i+ϕup ixp i) e j2π f ·t . (6.14)
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6.2.2. Definition der Messaufgabe
Aus vorgegebenen harmonischen Auslenkungen xp1(t), xp2(t) und xp3(t) werden die
Spannungen up1(t), up2(t) und up3(t) zur Ansteuerung der Aktoren berechnet. Die Ver-
suche beschränken sich auf reine Hubbewegungen. Für die Aktoren wird





mit umw1 = 50V vorgegeben. Für die Abstufung der Amplituden und Frequenzen gilt:
• 12 Abstufungen für die Erregerfrequenz f in Hz:
5, 10, 25, 50, 80, 100, 125, 200, 250, 312.5, 400, 500
• 17 Abstufungen für die Auslenkungsamplituden x̂p1 = x̂p2 = x̂p3 in µm:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24 .
Auch hier begrenzt der zulässige Dauerausgangsstrom den Frequenzbereich, so dass bei
hohen Amplituden nicht alle Versuche möglich sind. Die Messung der Größen up i(t),
xp i(t) und ip i(t) sowie die Berechnung der Deckelauslenkungen ~xs(t) erfolgt wie im
Abschnitt 6.1 beschrieben.
6.2.3. Abweichungen vom vorgegebenen Verhalten
In Abbildung 6.4 ist das Verhalten der Schwingungserregereinheit für eine vorgegebene
Amplitude von x̂p i = 1µm dargestellt. Es zeigt sich, dass die gemessenen Amplituden
x̂p1, x̂p2 und x̂p3 von diesem Sollwert abweichen. Bei kleinen Frequenzen sind noch kei-
ne wesentlichen Unterschiede auszumachen. Da die Aktoren gegen die Steifigkeit des
Deckels arbeiten müssen, sind bei niedrigen Frequenzen kleinere Amplituden zu erwar-
ten, jedoch ist dieses Verhalten hier nicht nachweisbar. Bei höheren Frequenzen macht
sich die Änderung der Systemdynamik bemerkbar. Die Ankopplung des Schwingde-
ckels an die Aktoren bewirkt eine Verschiebung der Systemresonanzen zu kleineren
Frequenzen, so dass ab etwa 200Hz die gemessenen Amplituden die vorgegebenen
übersteigen. Ebenso fällt auf, dass die Auslenkungen des Schwingdeckels xs i(t) deutlich
höher als die Aktoramplituden xp i(t) sind. Offenbar haben die Nachgiebigkeiten der
Kopfstücke einen wesentlichen Einfluss auf das Übertragungsverhalten. Es entstehen
keine Hubschwingungen, da alle Amplituden voneinander abweichen. Ein wesentlicher
Phasenunterschied zwischen den Auslenkungssignalen ist zwar nicht vorhanden, um
reine Hubbewegungen zu erhalten, ist jedoch eine Korrektur der Ansteueramplituden
erforderlich.
Insgesamt lassen die Versuche ein nützliches Verhalten erkennen. Die Verschiebung der
Resonanzen ermöglicht höhere Schwingdeckelamplituden, da in Resonanznähe schon























vorgegeben: x̂p i = 1µm
Abb. 6.4.: Beträge der Auslenkungsamplituden der Aktoren x̂p1, x̂p2, x̂p3 und des Schwingdeckels x̂s1, x̂s2,
x̂s3 bei einer vorgegebenen Amplitude von 1µm
mit geringen Ansteueramplituden nennenswerte Hübe erzeugt werden können. Gleich-
wertige Amplituden sind bei den unbelasteten Aktoren nur mit hohen Spannungs-
amplituden realisierbar. Dadurch erhöht sich jedoch die Stromstärke und die Leistungs-
grenze der Ansteuerelektronik ist schneller erreicht.
6.3. Das Übertragungsverhalten der Erregereinheit
Es wird das Übertragungsverhalten der Erregereinheit messtechnisch erarbeitet. Die
notwendigen Versuche werden ohne und anschließend mit Ingot durchgeführt. Das
gemessene Übertragungsverhalten wird genutzt, um Parameter für das Modell der
Erregereinheit zu bestimmen. Abschließend ermöglicht der Vergleich mit dem Modell-
verhalten die Interpretation der Messergebnisse.
6.3.1. Theoretische Vorbetrachtungen
Analog zum Zustandsraummodell (5.43), (5.44) wird die Schwingungserregereinheit
als Mehrfreiheitsgradsystem mit den Eingängen up1(t), up2(t) und up3(t) sowie den
Ausgängen xp1(t), xp2(t), xp3(t), xs1(t), xs2(t), xs3(t), ip1(t), ip2(t) und ip3(t) betrach-
tetet. Die Anwendung der Fourier-Transformation auf das Modell (5.43), (5.44) lie-
fert (6.16) zur Beschreibung des Übertragungsverhaltens. Bei monofrequenter Erregung
stellt (6.16) eine Beziehung zwischen den komplexen Amplituden am Ausgang ~ye0 und
den Eingangsamplituden ~ue0 über die 9×3-Übertragungsmatrix Hyeue(jΩ) her:
~ye0 = Hyeue(jΩ) ~ue0
~ye0 =
[
Ce (jΩE−Ae)−1 Be +De
]
~ue0 . (6.16)
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Zur besseren Übersicht werden mit
~ue0 = (up01 , up02 , up03 )
T (6.17)
einzelne Übertragungssysteme wie folgt definiert:
~xp0 = Hxpue(jΩ) ~ue0 ; ~xp0 = (xp01 , xp02 , xp03 )
T , (6.18)
~xs0 = Hxsue(jΩ) ~ue0 ; ~xs0 = (xs01 , xs02 , xs03 )
T , (6.19)
~ip0 = H ipue(jΩ) ~ue0 ; ~ip0 = ( ip01 , ip02 , ip03 )
T . (6.20)
Darin sind Hxpue(jΩ), Hxsue(jΩ) und H ipue(jΩ) 3× 3-Übertragungsmatrizen, die sich
aus einzelnen Zeilen der Matrix Hyeue(jΩ) zusammensetzen. Die Übertragungssysteme
(6.18) bis (6.20) entsprechen als Modell dem Übertragungsverhalten, das im Rahmen
dieses Kapitels ermittelt wird.
In Hinblick auf die Anpassung des Modells an die Messungen mit Siliziumblock sind
die Massenparameter des Ingot anzugeben. Dabei muss die Massenmatrix des Schwing-
deckels gemäß Gleichung (5.52) erweitert werden. Die benötigte Massenmatrix Mi er-
gibt sich mit der Ingotmasse Mi, den Trägheitsmomenten Iixx, Iiyy, Iixy und den Abstän-
den rSIx, rSIy, rSIz aus den Gleichungen (A.33) bis (A.38) im Anhang A.4. Die Parameter
beziehen sich auf das körperfeste (xI, yI, zI)-System (vgl. Abbildung 5.3) und werden
rechnerisch bestimmt, wobei diverse Befestigungselemente zu berücksichtigen sind.
Das eigentliche Silizium ist über eine Klebeverbindung an einer Glasplatte befestigt,
die wiederum an eine Metallplatte geklebt ist. Die Metallplatte besitzt die notwendi-
gen Gewindebohrungen zur Montage des Ingot an einer Drahtsäge. Eine weitere Plat-
te dient der Befestigung an der Erregereinheit. Die Platte ist notwendig, da an der
Erregereinheit Bohrungen für die Montage einer Kraftmessdose vorhanden sind. Auf
der gegenüberliegenden Seite der Dose ist die Montage des Ingot möglich. Ein Betrieb
mit integrierter Kraftmessdose ist im Rahmen dieses Kapitels nicht vorgesehen, da die
Messung der Kräfte auf Verformungen basiert und das System um keine zusätzlichen
Elastizitäten erweitert werden soll. Bohrungen für den Betrieb mit und ohne Messdose
sind im Schwingdeckel nicht realisierbar.
Alle Einzelteile sind quaderförmig. Zudem sind die Körperkanten parallel zu den Kan-
ten des Schwingdeckels und somit auch parallel zu den Achsen des ingotfesten (xI, yI,
zI)-Koordinatensystems. Bei bekannter Masse lassen sich die einzelnen Hauptträgheits-
momente leicht angeben. Mit den Huygens-Steiner-Beziehungen [40] können alle
Drehmassen auf das (xI, yI, zI)-System umgerechnet werden. Die Beziehungen kommen
in vereinfachter Form zur Anwendung, da keine Deviationsmomente auftreten und zu-
dem alle Einzelschwerpunkte auf der zI-Achse liegen. Tabelle 6.1 enthält die Gesamt-
masse sowie die relevanten Drehmassen des Siliziumblockes. Die Koordinaten rSIx, rSIy
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und rSIz des Schwerpunktvektors ergeben sich aus den Einzelmassen und den Koordi-
naten der Einzelschwerpunkte. Da das Ingot mittig auf dem Schwingdeckel befestigt
wird, gilt rSIx = 0 und rSIy = 0.
Tab. 6.1.: Massenparameter des Siliziumblockes – Masse Mi, Trägheitsmomente Iixx, Iiyy, Iixy, Schwer-
punktkoordinaten rSIx, rSIy, rSIz
Mi Iixx Iiyy Iixy rSIx rSIy rSIz
4,89kg 268kgcm2 205kgcm2 0 0 0 70,5mm
6.3.2. Definition der Messaufgabe
Um die Elemente der 3×3-Übertragungsmatrizen aus (6.18) bis (6.20) zu bestimmen,
werden die Aktoren einzeln angesteuert. Das bedeutet, für eine der Spannungen up i(t)
wird ein harmonischer Signalverlauf mit der Frequenz f vorgegeben. Ein Gleichanteil
von 50V liegt dagegen an allen Aktoren an. Bei Ansteuerung des j-ten Aktors können
durch Quotientenbildung gemäß
Hxpue i j(jΩ) =
xp0 i(jΩ)
up0 j(jΩ)
; i = 1,2,3; j = konst. , (6.21)
Hxsue i j(jΩ) =
xs0 i(jΩ)
up0 j(jΩ)
; i = 1,2,3; j = konst. , (6.22)
Hipue i j(jΩ) =
ip0 i(jΩ)
up0 j(jΩ)
; i = 1,2,3; j = konst. (6.23)
die entsprechenden Matrixelemente berechnet werden. Für i 6= j 6= k gilt
up i(t) = umw i + ûp i sin(2π f t) , ûp j ≡ umw j , ûpk ≡ umwk ; i, j, k = 1,2,3 . (6.24)
So ergeben sich für jede Erregerfrequenz und -amplitude drei Messungen. Eine weitere
Messung mit identischer Ansteuerung gemäß





dient zur Kontrolle der ermittelten Übertragungsmatrizen. Zudem werden auf Basis
dieser Messungen die Steifigkeiten der Kopfstücke ermittelt (vgl. Abschnitt 6.3.5). Die
Abstufung der Amplituden und Erregerfrequenzen ist bei den Untersuchungen, die
sowohl mit als auch ohne Ingot durchzuführen sind, wie folgt vorgesehen:
• 12 Abstufungen für die Erregerfrequenz f in Hz:
5, 10, 25, 50, 80, 100, 125, 200, 250, 312.5, 400, 500
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• 12 Abstufungen für die Spannungsamplituden ûp i in V:
1, 3, 5, 7, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 .
Es stellt sich heraus, dass im Betrieb mit Ingot Resonanzen innerhalb des gemesse-
nen Frequenzbereichs liegen. Um Resonanzspitzen besser erkennen zu können, wird
die 5V-Messreihe bei montiertem Ingot durch weitere Versuche zwischen 100Hz und
700Hz ergänzt. Die Frequenzschrittweite beträgt dabei 20Hz. Auch hier sind einige der
aufgeführten Versuche aus leistungstechnischen Gründen nicht durchführbar.
6.3.3. Messergebnisse
Zunächst ist festzustellen, dass die Vorgaben gemäß (6.24) nicht exakt realisierbar sind.
Wird ein Aktor der Schwingungserregereinheit angesteuert, ist an den anderen Aktoren
ein Wechselspannungsverlauf messbar. Abbildung 6.5 vergleicht die induzierten mit den
jeweils vorgegebenen Spannungsamplituden von 10V beim Betrieb der Erregereinheit
mit Ingot. Ohne Ingot ist der Effekt ebenfalls zu beobachten, jedoch sind die erzeugten
Spannungen geringer.
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Abb. 6.5.: Beträge der Spannungsamplituden ûp1, ûp2, ûp3 bei Ansteuerung eines einzelnen Aktors mit einer
Amplitude von 10V; Versuch mit Ingot – links: Ansteuerung Aktor 1 – mittig: Ansteuerung Aktor 2 – rechts:
Ansteuerung Aktor 3
Die Spannungen resultieren aus den Verschiebungsströmen in den Aktoren, wobei die
Ströme durch äußere Krafteinwirkung aufgrund der Deckelbewegung entstehen. Die
gemessenen Stromamplituden ergeben zusammen mit der Spannungsamplitude am an-
gesteuerten Aktor die Nebendiagonalelemente der Matrix H ipue(jΩ). Die Beeinflussung
des Stromflusses in einem Aktor durch die Ansteuerung eines anderen Aktors entspricht
aufgrund der Kopplung über den Schwingdeckel den Erwartungen und wird durch
das Modell nachgebildet. Genau genommen wäre zusätzlich der jeweilige Ausgangs-
widerstand der Verstärkermodule zu beachten. Jedoch wird für die Widerstände ver-
einfacht der Wert Null angenommen. Dass dies nicht korrekt ist, zeigen die gemessenen
Spannungsfälle an den Messwiderständen Ru i (vgl. Abbildung 3.2). Die Widerstände
sind, entgegen der hier getroffenen Annahme, nicht vollkommen kurzgeschlossen.
Unter Vernachlässigung des beschriebenen Effektes werden die Spannungsamplituden
der nicht angesteuerten Aktoren Null gesetzt und die Elemente der Übertragungs-
matrizen für alle Erregerfrequenzen und -amplituden berechnet. Die Messreihen gemäß
(6.25) können zur Überprüfung der Gültigkeit des ermittelten Übertragungsverhaltens
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genutzt werden. Die dabei vorgegebenen Spannungsamplituden up01, up02 und up03 erge-
ben eingesetzt in die Gleichungen (6.18), (6.19) und (6.20) die Auslenkungsamplituden
~xp0 und ~xs0 sowie die Stromamplituden ~ip0. Die so berechneten Amplituden sind mit
den Versuchsergebnissen vergleichbar.
Abbildung 6.6 zeigt die Auslenkungsamplituden sowie die auf die entsprechende An-
steuerspannung bezogenen Phasenverschiebungen der unbelasteten Erregereinheit bei
ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V. Auf die Darstellung aller Übertragungsfunktionen der gemesse-
nen Übertragungsmatrizen wird an dieser Stelle verzichtet. Es sei lediglich erwähnt,
dass die Nebendiagonalelemente der Übertragungsmatrizen generell deutlich gerin-
ger ausfallen als die Elemente der Hauptdiagonalen. Zusätzlich sind die Amplituden
der freien Aktoren dargestellt. Sie ergeben sich aus den hier gemessenen Ansteuer-
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x̂p i, ϕxp iup i aus Aktormessung x̂p i, ϕxp iup i gemessen x̂s i, ϕxs iup i gemessen
x̂p i, ϕxp iup i aus Hxpue(jΩ) berechnet x̂s i, ϕxs iup i aus Hxsue(jΩ) berechnet
Abb. 6.6.: Vergleich der Auslenkungsamplituden x̂p i, x̂s i und der Phasenverschiebungen ϕxp iup i , ϕxs iup i (i =
1,2,3) bei gleichphasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V ohne Ingot – Darstellung von
x̂p i und ϕxp iup i bei unbelastetem Aktor (schwarz) und bei montierter Erregereinheit (rot), von x̂s i und ϕxs iup i
(grün) sowie der mit (6.18) und (6.19) berechneten Amplituden und Phasenverschiebungen (schwarz-rot bzw.
schwarz-grün)
Es wird der schon bei den Vorversuchen (Abschnitt 6.2) erkennbare Effekt deutlich, dass
die Amplituden mit den Erregerfrequenzen signifikant steigen. Die Aktoramplituden
sind größer als bei den Messungen an den unbelasteten Aktoren. Zugleich sind die
Amplituden des Schwingdeckels wesentlich größer als die der Aktoren. Die Diagramme
zeigen auch die Unterschiede zwischen den gemessenen und den aus (6.18) und (6.19)
berechneten Auslenkungen. Die Ungenauigkeiten nehmen mit der Frequenz zu und
betreffen vornehmlich die Amplitudenbeträge.
An den Phasenverschiebungen ist bemerkenswert, dass die gemessenen Nacheilun-
gen der Aktorauslenkungen wesentlich größer als die des Schwingdeckels sind. Es ist
nicht stimmig, dass die Deckelauslenkungen xs i(t) den Aktorauslenkungen xp i(t) in die-
sem Maße vorauseilen, da die Aktorauslenkungen als Federfußpunktanregung für den
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Schwingdeckel aufgefasst werden können. Dessen ungeachtet zeigt die Darstellung, dass
die Phasenverschiebungen ϕxp iup i bei den frei schwingenden Aktoren nur geringfügig
kleiner als bei der montierten Schwingungserregereinheit sind. Die Phasenbeziehungen
werden in Abschnitt 6.3.4 anhand von Referenzmessungen näher betrachtet.
Interessantere Resultate ergeben sich aus den Messungen mit Ingot, da sich die Reso-
nanzfrequenzen des Systems in den messbaren Frequenzbereich verschieben. In Abbil-
dung 6.7 sind die Auslenkungsamplituden und Phasenverschiebungen der belasteten
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x̂p i, ϕxp iup i aus Aktormessung x̂p i, ϕxp iup i gemessen x̂s i, ϕxs iup i gemessen
x̂p i, ϕxp iup i aus Hxpue(jΩ) berechnet x̂s i, ϕxs iup i aus Hxsue(jΩ) berechnet
Abb. 6.7.: Vergleich der Auslenkungsamplituden x̂p i, x̂s i und der Phasenverschiebungen ϕxp iup i , ϕxs iup i (i =
1,2,3) bei gleichphasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 5V und montiertem Ingot – Darstel-
lung von x̂p i und ϕxp iup i bei unbelastetem Aktor (schwarz) und bei montierter Erregereinheit (rot), von x̂s i und
ϕxs iup i (grün) sowie der mit (6.18) und (6.19) berechneten Amplituden und Phasenverschiebungen (schwarz-rot
bzw. schwarz-grün)
Im Wesentlichen sind hier zwei Resonanzen zu erkennen. Im betrachteten Frequenz-
bereich ist bei etwa 400Hz die Amplitude des ersten Aktors x̂p1 und die Deckel-
auslenkung x̂s1 am größten. Die zweite Resonanz tritt bei ungefähr 500Hz auf, wobei
hier die Amplituden x̂p2, x̂s2, x̂p3 und x̂s3 ihre Maximalwerte erreichen. Wie gewohnt tre-
ten im Bereich der Resonanzen markante Phasensprünge auf. Zwar sind bei der Bestim-
mung der Phasenverschiebungen Ungenauigkeiten in Kauf zu nehmen (vgl. Abschnitt
6.3.4), jedoch erweisen sich die Fehler verglichen mit dem dargestellten Wertebereich
als gering. Davon unberührt ist der Vergleich der Phasenbeziehungen ϕxs iup i unterein-
ander, da etwaige Messfehler lediglich von der Frequenz abhängen. Somit sind aus den
Abbildungen 6.6 und 6.7 für alle gemessenen Frequenzen die Betriebsschwingformen für
die Koordinaten ~xs ableitbar. Die unbelastete Erregereinheit führt demnach im gemes-
senen Frequenzbereich stets nahezu gleichphasige Schwingungen aus. Betrachtet man
die Versuche mit Ingot z.B. an den Resonanzstellen näher, so betragen bei der zweiten
Resonanzfrequenz sämtliche Phasenverschiebungen etwa −90◦. Die Betriebsschwing-
form entspricht hier ebenfalls einem gleichphasigen Hub des Schwingdeckels. Bei der
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ersten Resonanz ist dies nicht der Fall, so dass hier trotz gleichphasiger Ansteuerung,
die Auslenkungen xs1(t), xs2(t) und xs3(t) zueinander phasenverschoben sind.
Auch in Abbildung 6.7 fallen die Unterschiede zwischen den gemessenen und den be-
rechneten Amplituden auf. Dennoch ist die Bestimmung der Übertragungsmatrizen
Hxpue(jΩ) und Hxsue(jΩ) mit Hilfe der Einzelansteuerungen gelungen. Die bei den An-
steuerungen nach (6.25) gemessenen Auslenkungen können mit den ermittelten Übertra-
gungsmatrizen gut reproduziert werden. Es treten vorwiegend betragsmäßig Abwei-
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îp i, ϕ ip iup i aus Aktormessung îp i, ϕ ip iup i gemessen
îp i, ϕ ip iup i aus H ipue(jΩ) berechnet
Abb. 6.8.: Vergleich der Stromamplituden îp i und der Phasenverschiebungen ϕ ip iup i (i = 1,2,3) bei gleich-
phasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V ohne Ingot – Darstellung von îp i und ϕ ip iup i
bei unbelastetem Aktor (schwarz) und bei montierter Erregereinheit (rot) sowie der mit (6.20) berechneten
Amplituden und Phasenverschiebungen (schwarz-rot)
Das elektrische Übertragungsverhalten der Erregereinheit ist in den Abbildungen 6.8
(ohne Ingot) und 6.9 (mit Ingot) dargestellt. Im Betrieb ohne Ingot sind kaum Verände-
rungen im Vergleich zum Verhalten eines unbelasteten Aktors zu erkennen. Die Strom-
stärke ist etwas höher und die Phasenverschiebung weniger kapazitiv. An den Dia-
grammen der belasteten Erregereinheit werden Zusammenhänge mit den Auslenkungen
deutlich. Es ist zu beobachten, dass eine große Differenz zwischen den Auslenkungs-
amplituden x̂s i und x̂p i die Wirkleistungsaufnahme der Piezoaktoren erhöht. Die Phasen-
verschiebung zwischen Strom und Spannung sinkt in solchen Bereichen z.T. bis auf den
Wert Null, vereinzelt eilt der Strom der Spannung sogar nach. Die Zusammenhänge
werden in Abschnitt 6.3.5 anhand des Modells diskutiert.
Die in den Abbildungen 6.8 und 6.9 erkennbaren Abweichungen zwischen den gemes-
senen Stromamplituden und den mit der Matrix H ipue(jΩ) berechneten Amplituden
sind als gering einzuschätzen und die Matrix H ipue(jΩ) ist in guter Näherung bestimmt
worden. Die messtechnisch ermittelten Übertragungsmatrizen Hxpue(jΩ) und H ipue(jΩ)
sind die Grundlage für die Bestimmung von Aktorparametern in Abschnitt 6.3.5.
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îp i, ϕ ip iup i aus Aktormessung îp i, ϕ ip iup i gemessen
îp i, ϕ ip iup i aus H ipue(jΩ) berechnet
Abb. 6.9.: Vergleich der Stromamplituden îp i und der Phasenverschiebungen ϕ ip iup i (i = 1,2,3) bei gleich-
phasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V und montiertem Ingot – Darstellung von îp i und
ϕ ip iup i bei unbelastetem Aktor (schwarz) und bei montierter Erregereinheit (rot) sowie der mit (6.20) berech-
neten Amplituden und Phasenverschiebungen (schwarz-rot)
6.3.4. Zur Messung der Phasenlage
Um die gemessenen Phasenbeziehungen zu überprüfen, werden einige Versuche ohne
Ingot mit gleichphasiger Ansteuerung und ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V wiederholt. Es sind
lediglich die Messungen bei 200Hz, 250Hz, 312,5Hz, 400Hz, 500Hz sinnvoll, da nur bei
diesen Frequenzen wesentliche Phasenverschiebungen auftreten. Zusätzlich zur üblichen
Messmethode mittels Dehnmessstreifen wird zur Erfassung der Aktorauslenkungen ein
zweites Vibrometer (Vib2) herangezogen. Im Gegensatz zum bisher verwendeten Vi-
brometer (Vib1) handelt es sich um ein In-Plane-Laservibrometer. Das bedeutet, es
werden Objektgeschwindigkeiten senkrecht zum Laserstrahl gemessen. So ist wegen
der seitlich offenen Bauweise der Erregereinheit (vgl. Abbildung 2.1) die Messung der
Auslenkungsgeschwindigkeit eines Aktors möglich. Die Anordnung des Messaufbaus
begünstigt Vergleichsmessungen am dritten Aktor.
Je nach Erregerfrequenz wird eine Anzahl an Perioden sämtlicher Signale abgetastet.
Die Aktorauslenkung ergibt sich wie bei den vorhergehenden Messungen aus dem DMS-
System und die diskrete Fourier-Transformation liefert die komplexe Amplitude des
Signals. Mit dem Vibrometersignal ist genauso zu verfahren, jedoch geht daraus die
komplexe Amplitude der Auslenkungsgeschwindigkeit vp03 hervor. Unter der Annahme





Die Amplituden aus dem DMS-System und aus der Vibrometermessung weisen bezüg-
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lich up03 jeweils den Phasenwinkel ϕ xp3up3 auf. Die voneinander abweichenden Bezie-
hungen sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Der Unterschied beträgt bei 500Hz etwa
12◦. Zusätzlich ist die Phasenverschiebung ϕ xs3up3 der Deckelschwingung abgebildet.
Das Signal xs3(t) ist praktisch in Phase mit dem Ergebnis der Vibrometermessung,
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Abb. 6.10.: Vergleich der mit unterschiedlichen Messmethoden ermittelten Phasenverschiebung ϕ xp3up3 und
Darstellung der Phasenverschiebung ϕ xs3up3 – grün: ϕ xs3up3 mit Vibrometer (Vib 1) gemessen; rot: ϕ xp3up3 mit
Dehnungsmessstreifen (DMS) gemessen; blau: ϕ xp3up3 mit Vibrometer (Vib 2) gemessen
Wie sind die Abweichungen zu erklären? Bei dynamischen Messungen ist stets das
frequenzabhängige Übertragungsverhalten elektronischer Schaltungen zu berücksichti-
gen. Die Widerstandsänderungen eines Dehnmessstreifens werden üblicherweise mit ei-
ner Wheatstoneschen Messbrücke detektiert. Die Widerstandsänderung bewirkt eine
Spannungsänderung, die zu verstärken und messtechnisch aufzubereiten ist. Die erfor-
derlichen elektronischen Übertragungsglieder sollten idealerweise ein von der Signal-
stärke und der Frequenz unabhängiges Verhalten aufweisen. In der Regel wird ein
betragsmäßig konstantes Übertragungsverhalten in einem angegebenen Frequenzbereich
garantiert. Phasenbeziehungen werden dagegen schon bei relativ niedrigen Frequenzen
verfälscht. Hier kommt zur Aufbereitung des Messsignals ein RC-Tiefpassfilter mit
den Kenngrößen1 10kΩ und 4,7nF zur Anwendung. Daraus resultiert bei 500Hz ei-
ne zusätzliche Phasenverschiebung von −8,4◦. Bei 200Hz beträgt sie −3,4◦. Nach
der Korrektur der DMS-Messung weichen die Ergebnisse weniger voneinander ab. Die
verbleibende Phasendifferenz ist aus praktischer Sicht vernachlässigbar.
Gleichermaßen sollten bei den Vibrometermessungen möglichst keine elektronischen
Filter (Tiefpass, Hochpass,...) zur Aufbereitung des Messsignals verwendet werden.
Unerlässlich ist jedoch stets eine Decoderstufe, in der aus dem Vibrometersignal die
Geschwindigkeits- bzw. Weginformation zurückgewonnen wird [66]. Im Handbuch [66]
sind für verschiedene Decoder Verzögerungszeiten tabelliert, die beim Durchlaufen der
Decoderstufe entstehen. Bei den durchgeführten Messungen ist demnach eine Zeit von
10,9µs zu berücksichtigen. Daraus ergibt sich bei 500Hz ein Phasenfehler von 1,962◦,
der hier ebenfalls vernachlässigbar ist.
1lt. Hersteller (Telefonat am 20.01.2014)
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6.3.5. Vergleich mit dem Modellverhalten
Das ermittelte Übertragungsverhalten kann mit dem Verhalten des Gesamtmodells
verglichen werden, wobei das vereinfachte Modell aus Abschnitt 5.5 zugrunde gelegt
wird. Bisher sind lediglich die Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitseigenschaften des
Schwingdeckels mit den Matrizen (4.101), (4.102) und (4.103) parametrisch vorhan-
den. Die Masseneigenschaften des verwendeten Ingot enthält Tabelle 6.1. Zur Darstel-
lung des Modellverhaltens sind auch die Kopfstückparameter und die der Piezoaktoren
anzugeben. Zunächst erfolgt separat die Parameteridentifikation der Kopfstücke. Im
Anschluss daran werden Parameter für die piezoelektrischen Aktoren berechnet.
Die Kopfstücksteifigkeiten ck i (i = 1,2,3) sind vom Hersteller der Aktoren mit jeweils
100 Nµm angegeben [63]. Es ist anzunehmen, dass statische Versuche diesen Wert bestäti-
gen. Dennoch kann er nicht einfach für die im Modell enthaltenen Parameter übernom-
men werden, da sich der Wert nur auf das Kopfstück selbst bezieht. Generell können
sich abweichende Steifigkeiten aufgrund montagebedingter Einflüsse ergeben. Wegen
der Anfälligkeit der Aktoren gegenüber Torsionsmomenten ist beim Verschrauben des
Schwingdeckels mit den Kopfstücken sehr vorsichtig vorzugehen, d.h., es können kei-
ne hohen axialen Verbindungskräfte erzeugt werden. Gleiches gilt für die Montage der
Kopfstücke an den Aktoren. Rauheiten oder gegenseitige Schräglagen der Kontakt-
flächen können hier Gründe für geringe Kontaktsteifigkeiten sein. Die aus der mecha-
nischen Reihenschaltung mit den Kopfstücken resultierenden Steifigkeiten entsprechen
den gesuchten Größen ck i.
Die Berechnung der Steifigkeiten ist ohne Kenntnis der Aktorparameter möglich. Aus-
gangspunkt ist Gleichung (4.104). Für die Auswertung der Versuche mit Ingot ist die
Erweiterung der Massenmatrix Ms zur Massenmatrix Msi gemäß (5.52) vorzunehmen.





ck1 (xp1(t)− xs1(t))ck2 (xp2(t)− xs2(t))
ck3 (xp3(t)− xs3(t))
= Kk (~xp(t)−~xs(t)) . (6.27)
Der Vektor ~xs(t) enthält nach (4.86) die Auslenkungen des Schwingdeckels. Die Ele-
mente des Vektors ~xp(t) sind die Aktorauslenkungen gemäß
~xp(t) = (xp1(t) , xp2(t) , xp3(t))
T (6.28)
und die Matrix Kk ist gemäß
Kk = diag [ck1 , ck2 , ck3 ] (6.29)
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diagonal mit den Steifigkeitsparametern besetzt. Es entsteht das Differentialgleichungs-
system
(Ms +Mi) ~̈xs(t)+Ds ~̇xs(t)+(Ks +Kk) ~xs(t) = Kk ~xp(t) . (6.30)
Unter der Annahme linearen Systemverhaltens besteht bei harmonischer Erregung zwi-
schen den komplexen Amplituden ~xp0 und ~xs0 der Zusammenhang
~xs0 =
[
(Ks +Kk)− (Ms +Mi) (2π f )2 + j2π f Ds
]−1
Kk ~xp0 , (6.31)
wobei die Vektoren ~xp0 und ~xs0 die komplexen Amplituden xp0 i und xs0 i enthalten. Die
Einträge der 3×3-Frequenzgangmatrix
Hxsxp( f ) =
[
(Ks +Kk)− (Ms +Mi) (2π f )2 + j2π f Ds
]−1
Kk (6.32)
sind abgesehen von den gesuchten Steifigkeiten ck i in der Matrix Kk bekannt. Aus
den Versuchen mit gleichphasiger Ansteuerung gemäß (6.25) liegen komplexe Amplitu-
den ~xp0 und ~xs0 bei unterschiedlichen Ansteueramplituden und Erregerfrequenzen vor.
Aus den gemessenen ~xp0 ergeben sich mit Gleichung (6.31) komplexe Amplituden für
die Auslenkungen des Schwingdeckels, die mit den Messergebnissen abgeglichen wer-
den können. Die Anpassung erfolgt unter Verwendung des Gaußschen Prinzips der
kleinsten Fehlerquadrate. Beim Angleichen an die Messungen hat sich gezeigt, dass die









∣∣Hxsxp i j( fr, ck1, ck2, ck3) xp0 j,r∣∣]2→Min. . (6.33)
In (6.33) bezeichnet Hxsxp i j die Elemente der Frequenzgangmatrix Hxsxp . Unter Be-
rücksichtigung der Einsteinschen Summationskonvention wird die Differenz aus den
gemessenen und den aus den Amplituden der Aktoren berechneten Schwingdeckel-
amplituden gebildet und quadriert. Der Index r steht für die jeweilige Messung.
Die Optimierung erfolgt anhand der Messdaten ab 200Hz, da bei niedrigeren Frequen-
zen der Kurvenverlauf unempfindlich gegenüber Steifigkeitsänderungen ist. Zudem sind
die Amplitudendifferenzen klein und damit der Einfluss von Messungenauigkeiten rela-
tiv groß. Generell sind demnach die Messdaten bei hohen Ansteueramplituden für die
Steifigkeitsbestimmung nicht relevant, da sie nur für kleine Frequenzen vorliegen. Die
Gültigkeit der hier ermittelten Parameter ist für Ansteuerungen mit großen Amplitu-
den und zugleich hohen Frequenzen also nicht gewährleistet. Aus allen Versuchen ohne
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Abb. 6.11.: Gemessene Amplitudenbeträge der Aktoren x̂p i =
∣∣xp0 i∣∣ und des Schwingdeckels x̂s i = |xs0 i|
sowie die aus xp0 i und unter Verwendung der ermittelten Steifigkeiten berechneten Deckelamplituden bei einer
Spannungsamplitude von 10V; Versuche ohne Ingot
Abbildung 6.11 vergleicht die Messergebnisse mit den zugehörigen Modelldaten bei
einer Ansteueramplitude von 10V. Die Ausgleichsrechnung liefert die Parameter ck1,
ck2 und ck3, so dass die mit (6.31) berechneten Amplituden x̂s i mit den gemessenen
gut übereinstimmen. Die Werte weichen zwar von den reinen Kopfstücksteifigkeiten
ab, die Größenordnung wird aber bestätigt. Die niedrigeren Werte unterstützen die
Annahme, dass der Kontakt der Kopfstücke mit den Aktoren und dem Schwingdeckel
die resultierenden Steifigkeiten beeinflusst.
Bei den Versuchen mit Ingot misslingt die Bestimmung von Steifigkeitsparametern, die
für den gesamten Frequenzbereich gültig sind. Da nennenswerte Phasenverschiebungen
zwischen den Signalen xp i(t) und xs i(t) auftreten, empfiehlt es sich zunächst, die Aus-
gleichsrechnung für den gesamten Frequenzbereich anhand der Abweichungen zwischen
den Real- und Imaginärteilen durchzuführen. Diese Vorgehensweise führt jedoch zu
keinen passablen Ergebnissen. Die Zielfunktion (6.33) führt unter Verwendung des ver-
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Die mit den Parametern (6.35) und Gleichung (6.31) berechneten Amplituden xs0 i sind
in Abbildung 6.12 zusammen mit den Messdaten dargestellt. Eine gute Übereinstim-
mung in allen drei Funktionsverläufen ist nur bis etwa 320Hz gegeben. Besonders bei
hohen Amplituden werden die gemessenen Beziehungen zwischen xp0 i und xs0 i durch
den linearen Zusammenhang (6.31) schlecht modelliert. Als Hauptursache wird der
Kontakt zwischen den Kopfstücken und den Aktoren bzw. dem Schwingdeckel angese-
hen. Derartige Kontaktprobleme sind häufig nur nichtlinear beschreibbar, wobei hier
die handfesten Verschraubungen das nichtlineare Verhalten begünstigen. Während des
Festziehens der Schrauben werden die zu verbindenden Elemente aneinander gepresst.
Dabei gleichen sich Unebenheiten in den Oberflächen zunehmend aus. Die Erhöhung
der wirksamen Kontaktfläche führt zu einer Steigerung der Kontaktsteifigkeit. Die er-
mittelten Steifigkeiten entsprechen also einer Linearisierung der progressiven Feder-
kennlinie für eine bestimmte Schraubenvorspannkraft. Bei großen Auslenkungen, wie
sie im Resonanzbereich auftreten, ist die Linearisierung keine gute Näherung mehr.
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Abb. 6.12.: Vergleich der aus xp0 i und unter Verwendung der ermittelten Steifigkeiten berechneten Deckel-
amplituden mit den entsprechenden Messdaten x̂p i, x̂s i und ϕxp iup i , ϕxs iup i bei einer Spannungsamplitude von
5V; Versuche mit Ingot
Eine Möglichkeit, das Modellverhalten den gemessenen Kurvenverläufen anzupassen,
ist die Modellierung des nichtlinearen Kontakts. Allerdings könnte auch eine stärkere
Verschraubung Abhilfe schaffen. Die nichtlineare Federkennlinie des Kontaktes geht
bei genügend größer Vorspannkraft in das meist lineare Steifigkeitsverhalten des Werk-
stoffes über (vgl. z.B. [12]). Für festere Verbindungen ist hier jedoch eine spezielle
Vorrichtung erforderlich, die verhindert, dass die piezoelektrischen Keramiken bei der
Montage Schaden nehmen. Da die Modellierung der Erregereinheit nicht allein im Fo-
kus dieser Arbeit steht, wird der Aufwand hier nicht betrieben. Auch das Material-
lager des Schwingdeckels weist konstruktionsbedingt progressives Steifigkeitsverhalten
auf, da mit zunehmender Auslenkung der Einfluss der Dehnsteifigkeit des Stahlbleches
zunimmt. Jedoch kann durch überschlägige Rechnungen gezeigt werden, dass bei den
hier erzielten Auslenkungen die Progressivität praktisch nicht vorhanden ist.
Mit den Steifigkeiten nach (6.34) und (6.35) werden im Folgenden Aktorparameter er-
mittelt, wobei dies für den Betrieb mit Ingot lediglich im unteren Frequenzbereich
sinnvoll ist. Die Parameter RiL i, Ci, cp i, dp i und cv i (i = 1,2,3) ergeben sich aus
dem Übertragungsverhalten der Erregereinheit durch Anpassung des Modellverhaltens.
Dabei ist es ausgeschlossen, amplitudenunabhängige Parameter ermitteln zu können.
Die Abhängigkeit von der Amplitude ist ein in [20, 80] nachgewiesener Effekt piezo-
elektrischer Aktoren. Die Messergebnisse aus Abschnitt 3.4.3 bestätigen dieses Verhal-
ten. Auch die im Zeitbereich (Abschnitt 3.4.2) sichtbaren Hystereseeffekte können mit
dem linearen Modell nicht nachgebildet werden. Das bedeutet, dass das Modell ledig-
lich das Systemverhalten bei bestimmten Spannungsamplituden beschreibt, wobei auf
die Modellierung der Hysterese gänzlich verzichtet wird.
Für die Identifikation werden die Übertragungsmatrizen Hxpue( f , ~̂ue) und H ipue( f , ~̂ue)
bei fester Erregerfrequenz und -amplitude benutzt. Auf diese Weise entstehen viele
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Parametersätze, die jeweils einer Frequenz und Amplitude zuzuordnen sind. Die Ziel-














[∣∣Hipup i j,r∣∣− ∣∣Hipup i j( fr, C1 . . .C3, cp1 . . .cp3, dp1 . . .dp3, cv1 . . .cv3)∣∣]2
→Min. . (6.36)
Der Index r kennzeichnet die bei einer Frequenz und Amplitude gemessenen Übertra-
gungsfunktionen. Die Elemente der Modellmatrizen Hxpue und H ipue sind über (6.16),
(6.18) und (6.20) von der Frequenz fr sowie den 12 gesuchten Parametern C1, C2, C3,
cp1, cp2, cp3, dp1, dp2, dp3, cv1, cv2, cv3 abhängig. Die Widerstände RiL i (vgl. Abbil-
dung 3.2) konnten separat bestimmt werden. Die Anschlusskabel vom Typ RG174
weisen jeweils eine Länge von 10m und damit einen ohmschen Widerstand von 1,27Ω
auf (vgl. Tabelle 3.1). Zusammen mit dem Strommesswiderstand (0,24Ω) ergibt sich
der Wert RiL i = 1,51Ω für jedes Aktormodell. Ebenso ist die Vorabbestimmung der
Vorspannsteifigkeiten cv i denkbar. Die statische Gesamtsteifigkeit der Aktoren konnte
in statischen Versuchen mit je 74N/µm ermittelt werden. Daraus ergibt sich abzüg-
lich der statischen Großsignalsteifigkeit von 57N/µm der Wert 17N/µm für jedes cv i.
Jedoch ist bei der Großsignalsteifigkeit lt. Hersteller eine Toleranz von ±20% zu be-
rücksichtigen, so dass die Parameter cv1, cv2 und cv3 ebenfalls aus der Optimierung
hervorgehen. Die Startwerte bei jeder Optimierung sind Ci = 30µF, cp i = 60N/µm,
dp i = 0,5µm/V und cv i = 22N/µm. Sie ergeben sich aus den Angaben im Hersteller-
katalog sowie aus Erfahrungswerten, die durch den Vergleich des Modellverhaltens mit
den Messergebnissen entstanden sind.
Die Optimierung (6.36) erfolgt anhand der Beträge, wobei sich im vorderen Frequenz-
bereich die Phasenlagen mit akzeptablen Abweichungen ergeben. Bei den Messungen
mit Ingot misslingt für höhere Frequenzen ohnehin die Parameterbestimmung, da keine
stimmigen Kopfstücksteifigkeiten ermittelt werden konnten. Die Optimierung anhand
der Real- und Imaginärteile ist ebenfalls durchgeführt worden, liefert aber keine we-
sentlich anderen Parameter. Dabei müssen die Messdaten bezüglich ihrer Phasenlage
gemäß Abschnitt 6.3.4 korrigiert werden. Zudem ist die aus den Hystereseeigenschaften
resultierende frequenzunabhängige Phasenverschiebung zu beachten. Der von der Am-
plitude abhängige Offsetwert ist jeweils bei der Frequenz f = 0Hz ablesbar und von den
Phasenverschiebungen bei den übrigen Frequenzen zu subtrahieren. Diese Abweichung
ist von vornherein hinzunehmen.
Nach der Optimierung bei fester Amplitude und Frequenz können mit den Modell-
matrizen Hxpue , Hxsue und H ipue sowie den zugehörigen komplexen Spannungsamplitu-
den die Amplituden des Modells xp0 i, xs0 i und ip0 i berechnet und mit den Messdaten
verglichen werden. Dabei liegen die Versuche nach (6.25) zugrunde. Bei Abweichungen
zu den gemessenen Auslenkungen von mehr als 5% im Betrag oder 10◦ im Phasen-
winkel, sind die ermittelten Parameter ungültig. Anhand der gültigen Parameter kann
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die Abhängigkeit von der Amplitude und der Frequenz untersucht werden. Sowohl bei
den Versuchen ohne als auch mit Ingot sind kaum frequenzabhängige Tendenzen zu
erkennen. Lediglich im unteren Frequenzbereich ist stets ein geringer Abfall der Para-
meter Ci und cp i sichtbar. Dies resultiert aus der Abnahme der Auslenkungsamplituden
bei niedrigen Frequenzen (vgl. Abbildung 6.15). Unter Vernachlässigung des Effekts
werden die Parameter über der Frequenz gemittelt. Man erhält Parameter, die nur von
der Spannungsamplitude abhängen. Die Abhängigkeiten sind in den Abbildungen 6.13
(ohne Ingot) und 6.14 (mit Ingot) dargestellt.
ûp i in V



























Par. Aktor 1 (i = 1) Par. Aktor 2 (i = 2) Par. Aktor 3 (i = 3)
Abb. 6.13.: Abhängigkeit der ermittelten Parameter (Par.) Ci, cp i, dp i und cv i von der Ansteueramplitude ûp i
(i = 1,2,3) bei den Messungen ohne Ingot
In beiden Abbildungen sind nahezu identische Tendenzen zu erkennen. Bis auf die
Steifigkeiten cv i steigen alle Parameterwerte mit der Erregeramplitude. Die dargestell-
ten Werte ergeben sich, ohne obere oder untere Grenzen für die Parameter festzulegen.
Hier ist jedoch die eindeutige Lösbarkeit der Optimierungsaufgabe (6.36) in Frage zu
stellen. Wiederholt man alle Optimierungen, z.B. mit konstant vorgegebenen Steifig-
keiten cv1 = cv2 = cv3 = 23N/µm, ändern sich die minimalen quadratischen Abwei-
chungen von (6.36) praktisch nicht. Stattdessen nehmen die anderen Parameter mit
steigender Spannungsamplitude stärker zu. Abgesehen davon liefert die Identifikation
jedoch Werte, die den Herstellerangaben weitgehend entsprechen (vgl. Tabelle 3.1).
Da die Abweichungen zu den Messdaten in den Resonanzbereichen sehr groß sind,
existieren für diese Frequenzen keine Parameter. Für das Modell mit Ingot versagen
die Optimierungen in diesen Bereichen schon aufgrund der fehlerhaften Steifigkeiten
ck i. Deshalb ist eine Frequenzabhängigkeit nicht auszuschließen. In [20] sind dehnungs-
abhängige Parameter ermittelt worden, d.h., von einem Einfluss der Auslenkungen auf
die Parameterwerte ist auszugehen. Da sich die Auslenkungen mit der Frequenz ändern,
besteht indirekt eine Abhängigkeit von der Frequenz. Da aber die Identifikation nur im
vorderen Frequenzbereich gelingt, sind derartige Beobachtungen nicht möglich.
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ûp i in V



























Par. Aktor 1 (i = 1) Par. Aktor 2 (i = 2) Par. Aktor 3 (i = 3)
Abb. 6.14.: Abhängigkeit der ermittelten Parameter (Par.) Ci, cp i, dp i und cv i von der Ansteueramplitude ûp i
(i = 1,2,3) bei den Messungen mit Ingot
In den Abbildungen 6.15 bis 6.18 wird das Modellverhalten mit den Messdaten ver-
glichen. Da die Parameter aus den messtechnisch ermittelten Matrizen Hxpue(jΩ) und
H ipue(jΩ) hervorgehen, sind nicht die gemessenen Ausgangsgrößen, sondern die aus den
Amplituden ~ue0 und den gemessenen Matrizen Hxpue(jΩ), H ipue(jΩ), Hxsue(jΩ) berech-
neten Ausgangsgrößen dargestellt.
Die Amplituden x̂p i und x̂s i sind für den Betrieb ohne Ingot sehr gut mit dem Modell
reproduzierbar (vgl. Abbildung 6.15). Das Modellverhalten wird mit den gemittelten
Parametern berechnet. Demnach ist das lineare Modell mit konstanten Parametern im
dargestellten Arbeitsbereich eine gute Näherung. Es ist eine geringfügig bessere Über-
einstimmung erreichbar, wenn die bei jeder Frequenz ermittelten Parameter zur Be-
rechnung der Modellamplituden verwendet werden. Zu erwähnen ist in diesem Zusam-
menhang, dass bei f < 50Hz die gemessenen Amplituden mit zunehmender Frequenz
etwas abfallen und die Tendenz mit dem Modell nicht nachgebildet werden kann. Wie
oben bereits angemerkt, sind die optimalen Parameterwerte für Ci und cp i in diesem
Bereich stets größer als bei den restlichen Frequenzen. Im Gegensatz dazu entspricht
die Amplitudenzunahme in Resonanznähe prinzipiell dem Modellverhalten.
Die zugehörigen Phasenbeziehungen sind im unteren Bereich von Abbildung 6.15 dar-
gestellt, wobei der Phasenfehler in den Signalen xp i(t) korrigiert worden ist. Dadurch
beträgt der Unterschied zwischen den gemessenen Phasenverschiebungen ϕ xp iup i und
ϕ xs iup i bei 500Hz maximal 6◦. Aus praktischer Sicht sind diese Differenz wie auch die
Abweichungen der Modellfunktionen zu den Messungen als gering einzuschätzen. Die
Phasenverschiebungen, die durch die Hystereseeigenschaften der Piezoaktoren entste-
hen, betragen bei 10V Spannungsamplitude etwa 5◦. Abgesehen von diesem konstanten
Wert entsprechen auch die Phasenbeziehungen prinzipiell dem Modellverhalten.
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Die Zusammenhänge zwischen den Strömen und Spannungen im Betrieb ohne Ingot
sind in Abbildung 6.16 dargestellt. Die Abweichungen der Stromamplituden des Mo-
dells nehmen wie die Amplituden selbst mit der Frequenz zu. Die Phasenbeziehungen
werden hier ebenfalls tendenziell richtig nachgebildet. Aufgrund des kapazitiven Ver-
haltens eilt bei niedrigen Frequenzen der Strom der Spannung etwa 90◦ voraus. Mit zu-
nehmenden Frequenzen bewirken ohmsche Verluste und die elektromechanische Kopp-
lung eine Abnahme der Phasenverschiebungen. Da die Hysterese zwischen Strom und
Spannung stärker ausgebildet ist, ist der Phasenoffset mit etwa 8◦ größer als bei den
Auslenkungen.
In den Abbildungen 6.17 und 6.18 ist das Modellverhalten der belasteten Erregereinheit
zusammen mit den Messdaten dargestellt, wobei wieder die gemittelten Parameter zur
Berechnung der Modellkurven verwendet wurden. Unterhalb der Resonanzen beschreibt
das Modell mit Ingot das gemessene Übertragungsverhalten in guter Näherung. Über
etwa 300Hz ist das Modell nicht zur Nachbildung des Systemverhaltens geeignet.
Am besten gelingt die Modellierung für die Amplituden xp01, xs01 und ip01. Bei den ande-
ren Ausgangsgrößen treten bereits im Frequenzbereich zwischen 300Hz und 420Hz Un-
stimmigkeiten auf. Bei näheren Untersuchungen am Modell stellt sich heraus, dass das
Übertragungsverhalten in diesem Bereich sehr empfindlich auf die Masseneigenschaften
des Ingot reagiert. Die Optimierung ist mit den Parametern aus Tabelle 6.1 durchge-
führt worden. In die Berechnung der Massenmatrix Mi gehen die Parameter Iixy, rSIx
und rSIy jeweils mit dem Wert Null ein. Durch Werkstoffinhomogenitäten, gegenseitige
Schrägstellungen bei der Montage der Einzelelemente, o.ä. können sich davon abwei-
chende Werte ergeben. Variiert man diese Parameter in den realistischen Grenzen2
(−6kgcm2 < Iixy < 6kgcm2), (−5mm< rSIx < 5mm) und (−5mm< rSIy < 5mm), kann
nahezu jeder Amplituden- und Phasenverlauf der Modellkurven im besagten Frequenz-
bereich erzeugt werden. Das Einbeziehen der Masseneigenschaften in die Optimierung
führt wegen der hohen Parameterzahl auf keine eindeutigen und plausiblen Ergebnisse,
da sich frequenz- und amplitudenabhängige Massenparameter ergeben.
Trotz der Unstimmigkeiten entspricht das Modellverhalten grundlegend dem gemes-
senen Übertragungsverhalten. Insgesamt fällt auf, dass bei den Messungen die Reso-
nanzen näher zusammen liegen als beim linearen Modell mit konstanten Parametern.
Prinzipiell stimmen die Strom- bzw. Auslenkungskurven in ihren Verläufen überein.
Demzufolge ist das Modell als Basis für genauere Modellierungen geeignet. Vorher
empfiehlt sich jedoch die definierte und feste Verschraubung der Kopfstücke mit dem
Schwingdeckel und den Aktoren. Nur so ist es möglich, die Erregereinheit zu demontie-
ren und nach dem erneuten Zusammenbau sämtliche Messergebnisse zu reproduzieren.
Neben dieser Notwendigkeit führen festere Schraubverbindungen dazu, die Kopfstück-
steifigkeiten besser durch lineare Kennlinien beschreiben zu können. Eine andere Maß-
nahme zur Steigerung der Modellqualität ist die genauere Bestimmung der Massen-
eigenschaften des Ingot. Dahingehend besteht auch die Möglichkeit, eine Modalanalyse
am Schwingdeckel mit montiertem Ingot durchzuführen, um die Systemmatrizen des
Zusammenbaus direkt zu erhalten.
2Der Wert Iixy = 6kgcm2 ergibt sich bei einer Schrägstellung des Ingot von etwa 5 ◦ gegenüber der schwing-
deckelfesten xS-Achse.
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x̂s i, ϕxs iup i aus Hxsue(jΩ) berechnet (Abb. 6.6)
x̂p i, ϕxp iup i aus Hxpue(jΩ) berechnet (Abb. 6.6)
x̂s i, ϕ xs iup i aus Modell berechnet
x̂p i, ϕ xp iup i aus Modell berechnet
Abb. 6.15.: Vergleich der Auslenkungsamplituden x̂p i, x̂s i und der Phasenverschiebungen ϕxp iup i , ϕxs iup i (i =
1,2,3) bei gleichphasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V – x̂p i und ϕxp iup i bzw. x̂s i und
ϕxs iup i mit messtechnisch ermittelten Matrizen Hxpue(jΩ) bzw. Hxsue(jΩ) berechnet (rot-schwarze bzw. grün-
schwarze Kurven) und mit dem Modell aus Abschnitt 5.5 berechnet (rot gestrichelte bzw. grün gestrichelte
Kurven); Modellparameter: C1 = 35,0µF, C2 = 34,5µF, C3 = 35,8µF , cp1 = 57,6 Nµm , cp2 = 59,0
N
µm ,
cp3 = 57,5 Nµm , dp1 = 0,57
µm
V , dp2 = 0,56
µm
V , dp3 = 0,57
µm
V , cv1 = 22,7
N
µm , cv2 = 22,7
N
µm , cv3 = 22,4
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îp i, ϕ ip iup i aus H ipue(jΩ) berechnet (Abb. 6.8) îp i, ϕ ip iup i aus Modell berechnet
Abb. 6.16.: Vergleich der Stromamplituden îp i und der Phasenverschiebungen ϕ ip iup i (i = 1,2,3) bei gleich-
phasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 10V – îp i und ϕ ip iup i mit messtechnisch ermittelter
Matrix H ipue(jΩ) berechnet (rot-schwarze Kurven) und mit dem Modell aus Abschnitt 5.5 berechnet (rot gestri-
chelte Kurven); Modellparameter: C1 = 35,0µF, C2 = 34,5µF, C3 = 35,8µF , cp1 = 57,6 Nµm , cp2 = 59,0
N
µm ,
cp3 = 57,5 Nµm , dp1 = 0,57
µm
V , dp2 = 0,56
µm
V , dp3 = 0,57
µm
V , cv1 = 22,7
N
µm , cv2 = 22,7
N
µm , cv3 = 22,4
N
µm ,
ck i nach (6.34)
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x̂s i, ϕxs iup i aus Hxsue(jΩ) berechnet (Abb. 6.7)
x̂p i, ϕxp iup i aus Hxpue(jΩ) berechnet (Abb. 6.7)
x̂s i, ϕ xs iup i aus Modell berechnet
x̂p i, ϕ xp iup i aus Modell berechnet
Abb. 6.17.: Vergleich der Auslenkungsamplituden x̂p i, x̂s i und der Phasenverschiebungen ϕxp iup i , ϕxs iup i (i =
1,2,3) bei gleichphasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 5V – x̂p i und ϕxp iup i bzw. x̂s i und
ϕxs iup i mit messtechnisch ermittelten Matrizen Hxpue(jΩ) bzw. Hxsue(jΩ) berechnet (rot-schwarze bzw. grün-
schwarze Kurven) und mit dem Modell aus Abschnitt 5.5 berechnet (rot gestrichelte bzw. grün gestrichelte
Kurven); Modellparameter: C1 = 32,8µF, C2 = 32,2µF, C3 = 33,7µF , cp1 = 57,3 Nµm , cp2 = 57,1
N
µm ,
cp3 = 57,7 Nµm , dp1 = 0,54
µm
V , dp2 = 0,53
µm
V , dp3 = 0,54
µm
V , cv1 = 22,9
N
µm , cv2 = 23,3
N
µm , cv3 = 23,3
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îp i, ϕ ip iup i aus H ipue(jΩ) berechnet (Abb. 6.9) îp i, ϕ ip iup i aus Modell berechnet
Abb. 6.18.: Vergleich der Stromamplituden îp i und der Phasenverschiebungen ϕ ip iup i (i = 1,2,3) bei gleich-
phasiger Ansteuerung der Aktoren mit ûp1 = ûp2 = ûp3 = 5V – îp i und ϕ ip iup i mit messtechnisch ermittelter
Matrix H ipue(jΩ) berechnet (rot-schwarze Kurven) und mit dem Modell aus Abschnitt 5.5 berechnet (rot gestri-
chelte Kurven); Modellparameter: C1 = 32,8µF, C2 = 32,2µF, C3 = 33,7µF , cp1 = 57,3 Nµm , cp2 = 57,1
N
µm ,
cp3 = 57,7 Nµm , dp1 = 0,54
µm
V , dp2 = 0,53
µm
V , dp3 = 0,54
µm
V , cv1 = 22,9
N
µm , cv2 = 23,3
N
µm , cv3 = 23,3
N
µm ,
ck i nach (6.35)
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Die prinzipielle Übereinstimmung der Messergebnisse mit demModellverhalten ist inso-
fern von Bedeutung, dass das Modell die Grundlage für die Planung sämtlicher Messun-
gen im Rahmen dieses Kapitels ist. Zudem besteht die Möglichkeit, die Messergebnisse
anhand des Modells physikalisch zu deuten. Die piezoelektrischen Zusammenhänge bei
den Aktoren lassen sich gut mit Hilfe eines Zeigerdiagramms veranschaulichen. Dabei
wird das vereinfachte Modell mit mp i = 0 und Gv i = 0 zu Grunde gelegt. Aus den Aktor-
gleichungen (3.9) und (3.10) entstehen die Gleichungen (5.68) sowie (5.69) und daraus
(5.70). Das Einsetzen der Beziehung up i(t) = ep i(t)+RiL i ip i(t) in (5.70) und die an-
schließende Fourier-Transformation führt nach geeigneter Umformung auf Gleichung
(6.37). Die Gleichung beschreibt die Beziehungen zwischen den komplexen Amplituden
unter der Annahme, dass alle Signale harmonische Wechselgrößen sind:
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ep0 i = up0 i−RiL i ip0 i , (6.38)
pp0 i = ck i (xs0 i− xp0 i) . (6.39)
Mit Hilfe der Gleichungen (6.37) bis (6.39) und unter Beachtung der Größenordnungen
sowohl der Parameter als auch der Messgrößen kann das Zeigerdiagramm in Abbildung
6.19 erstellt werden. Es verdeutlicht die Abhängigkeit der Beziehungen zwischen Strom
und Spannung von den Amplituden und Phasenlagen der Auslenkungen xs i(t) und
xp i(t). Dabei liegen in etwa die Verhältnisse am ersten Aktor bei f = 380Hz knapp
unterhalb der ersten Resonanz zugrunde (vgl. Abbildungen 6.7 und 6.9).
Bei Erregungen unterhalb der Resonanzen, d.h., es gilt xs1(t)−xp1(t)≈ 0, sind die Ver-
hältnisse zwischen Strom und Spannung nahezu kapazitiv. Der Strom ip01 entspricht
im Wesentlichen dem Anteil ipe01. Die Spannung RiL1 ip01 liegt in Phase mit dem Strom,
während die Spannung ep01 dem Strom um 90◦ nacheilt. Der Blindwiderstand der Kapa-
zität strebt für Ω→ 0 gegen unendlich. Die kleinen Werte von RiL1 und C1 begünstigen
auch für ansteigende Frequenzen das kapazitive Verhalten zwischen dem Strom ip01
und der Spannung up01 mit ϕ ip1up1 ≈ 90◦. Es ist zu beachten, dass es bereits ohne die
äußere Krafteinwirkung pp01 zum direkten Piezoeffekt kommt, da die Keramik gegen
die Vorspannfeder cv1 arbeitet. Es entsteht die innere Kraft fp01 (vgl. Abbildungen
3.1 und 3.2). Der daraus resultierende Verschiebungsstrom wird mit i (a)pm01 bezeichnet
und verschwindet gemäß Gleichung (6.37) für cv1 = 0. Hier wirkt er dem Strom ipe01
entgegen, wobei mit den ermittelten Parametern etwa |i (a)pm01| ≈ 0,15 |ipe01| gilt.
Erst wenn die Differenz xs01−xp01 zunimmt, werden über die Kopfstückfeder ck1 nennens-
werte äußere Kräfte pp01 auf den Aktor ausgeübt. Dadurch entsteht der Strom i (b)pm01, der
zusammen mit i (a)pm01 den piezoelektrischen Verschiebungsstrom ipm01 = jΩdp1 fp01 ergibt
(vgl. Abbildung 3.2 und Gleichung (3.8)). Der Strom i (b)pm01 eilt der Kraft pp01 stets um
90◦ voraus. Die Phasenlage von pp01 hängt von den Auslenkungen und diese wiederum













Abb. 6.19.: Zeigerdiagramm zur Verdeutlichung der Beziehungen zwischen Strom, Spannung und den Aus-
lenkungen am ersten Aktor bei f ≈ 380Hz knapp unterhalb der ersten Resonanz
von den dynamischen Eigenschaften des Gesamtsystems ab. Die Phasenverschiebungen
ϕ xs1up1 und ϕ xp1up1 können in Abbildung 6.7 unterhalb der ersten Resonanz mit etwa
−90◦ bis −130◦ abgelesen werden. Im Zeigerdiagramm ist zu erkennen, dass mit der
Entstehung des Stromes i (b)pm01, für den bei 380Hz mit den ermittelten Parametern etwa
|i (b)pm01| ≈ 1,2 |ipe01| gilt, eine deutliche Abnahme der Phasenlage ϕ ip1up1 einhergeht. So
eilt der Strom ip01 bei stark negativen Winkeln ϕ xp1up1 und ϕ xs1up1 der Spannung up01
sogar nach. Gleichzeitig nimmt der Betrag des Gesamtstromes stark ab, da die Ströme
ipe01 und i (b)pm01 dann fast gegenphasig fließen. Bei den Messungen ist dieser Zustand bei
f = 400Hz aufgetreten und in den Abbildungen 6.7 und 6.9 zu sehen.
Wie ist dieses Verhalten in Hinblick auf die umgesetzte Leistung zu bewerten? Im
Betrieb außerhalb der Resonanzen wird in den Aktoren größtenteils elektrische Blind-
leistung umgesetzt. Die Wirkleistung tritt vorwiegend als Wärmeverlust am Wider-
stand RiL i auf und beträgt pro Aktor 1/2 ·RiL i |ip0 i|2. Aus mechanischer Sicht besteht
im stationären Betrieb nur aufgrund von Dämpfung ein Wirkleistungsbedarf. Ansons-
ten ist im Mittel keine Arbeit für die Schwingungen erforderlich. Im Modell tritt ledig-
lich am Schwingdeckel Dämpfung auf. Die Dissipationsleistung muss auf elektrischer
Seite den elektromechanischen Koppelelementen dp i fp i(t) der drei Aktoren (i=1,2,3)
zugeführt werden (vgl. Abbildung 3.2). Die einzelnen Wirkleistungen ergeben sich aus
dem Produkt der Effektivwerte des jeweiligen Stromes i (b)pm i(t) und der Spannung ep i(t)
multipliziert mit dem Cosinus des Winkels zwischen den beiden komplexen Zeigern.
Das Zeigerdiagramm macht den Anstieg der Wirkleistung in Resonanznähe um diesen
Anteil deutlich. Der bei diesen Frequenzen erhöhte Wirkleistungsbedarf ist demnach
auf die großen Schwingwege zurückzuführen, die eine verstärkte Dissipation aufgrund
der geschwindigkeitsproportionalen Dämpfung zur Folge haben. Ohne Dämpfung muss
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dieser Teil der Wirkleistung verschwinden. Bei der Ankopplung eines Aktors an den
Schwingdeckel würden i (b)pm0 i und ep0 i stets senkrecht aufeinander stehen. Im Betrieb mit
drei Aktoren ist nur die Summe der Wirkleistungen Null bzw. entspricht bei vorhande-
ner Dämpfung der dissipierten Energie pro Zeiteinheit. Das bedeutet, dass die an einem
Aktor überschüssige Wirkleistung in einem anderen als elektrische Wirkleistung an die
Energiequelle zurückgegeben wird. Zu beachten ist, dass sowohl die Wirkleistung an
den Widerständen als auch die Dissipation durch Dämpfung Verluste darstellen. Als
nutzbare Wirkleistung ist die Arbeit pro Zeit zu interpretieren, die durch die Reib-




Die Funktion der Schwingungserregereinheit besteht in der Anregung eines Silizium-
blockes, um eine Verbesserung des Drahtsägeprozesses herbeizuführen. In diesem Kapi-
tel wird der Einfluss der Schwingungsanregung an einer Versuchsdrahtsäge untersucht.
Die Erregereinheit soll dabei möglichst translatorische Hubschwingungen auf das Ingot
übertragen, wobei die Erregereinheit mit harmonischen Spannungssignalen angesteu-
ert wird. Weiterführende Versuche mit anderen Schwingformen und Signalprofilen sind
im Rahmen dieser Arbeit nicht geplant. Bevor die Sägeversuche durchgeführt werden
können, sind in Abschnitt 7.1 theoretische Überlegungen und Messungen erforderlich.
Die Sägeversuche werden in Abschnitt 7.2 beschrieben und ausgewertet.
7.1. Zur Ansteuerung der Erregereinheit
Um gezielt Schwingformen mit definierter Amplitude für das Ingot vorgeben zu kön-
nen, sind Vorversuche zur Bestimmung des dynamischen Übertragungsverhaltens not-
wendig. Auf Grundlage der Messdaten werden die erforderlichen Ansteuerspannungen
abgeleitet. Die Ergebnisse aus den Messungen auf dem Schwingfundament sind dafür
nicht geeignet. Der stark überkritische Betrieb erlaubt es, die Ankopplung der Erreger-
einheit am Fundament als raumfest und starr zu betrachten. Diese Annahme trifft hier
nicht zu. Die Konstruktion der Drahtsäge besitzt dynamische Eigenschaften, die das
Übertragungsverhalten der Erregereinheit maßgeblich beeinflussen.
Zudem ist zwischen Schwingdeckel und Siliziumblock eine dreiachsige Messplattform
konstruktiv einzubinden, um die während des Sägens auftretenden Kräfte bestim-
men zu können. Die Messung basiert auf Verformungen, die mit Hilfe von Dehnmess-
streifen ermittelt werden. Die Größenordnungen der Steifigkeiten liegen im Bereich der
Steifigkeitsverhältnisse an der Erregereinheit. Die Masse der Messdose beträgt 1,12kg.
Die Kraftmessung ermöglicht objektive Aussagen in Hinblick auf die Wirkung der
Schwingungsanregung und ist deshalb zwingend notwendig.
Durch die Schwingungsanregung belasten periodische Trägheitskräfte die Messdose,
d.h., der zur Verfügung stehende Messbereich von ±64N in x- und y-Richtung bzw.
±200N in vertikaler Richtung ist zu beachten. Für die Versuche wird deshalb ein mög-
lichst leichtes Ingot mit einer Gesamtmasse von nur 1,52kg verwendet. Der Betrieb
der Erregereinheit an der Drahtsäge erfolgt in umgekehrter z-Richtung. Da das Sys-
tem durch Gewichtskräfte entgegengesetzt belastet wird, ändern sich auch dadurch die
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Betriebsbedingungen. Die Änderung des dynamischen Systems, bestehend aus Erreger-


















Abb. 7.1.: Kinematik zur Beschreibung der Schwingungen des Siliziumblockes – (xR, yR, zR)-Referenzsystem;
körperfestes (xI, yI, zI)-System; translatorische Lagekoordinaten ~xi(t) = (xi(t) , yi(t) , zi(t))
T; rotatorische
Lagekoordinaten α i, β i, γ i (konsekutive xyz-KARDAN-Winkel, nicht eingezeichnet); körperfester Ortsvektor
~rP1 = (rx1 , ry1 , rz1 )
T zum Messpunkt MP1, unausgelenkt gilt: ~rP1 ≡~rP10; messbare Verschiebung ~xMP1(t) =
(xMP1(t) , yMP1(t) , zMP1(t))
T des Messpunktes MP1
Durch die harmonische Ansteuerung der drei Aktoren wird der Siliziumblock zu Schwin-
gungen angeregt. Dabei weist das Ingot 6 Freiheitsgrade auf. Die translatorischen Frei-
heitsgrade xi(t), yi(t) und zi(t) sowie die konsekutiven Verdrehungen α i(t), β i(t) und
γ i(t) werden im Vektor ~qi(t) entsprechend
~qi(t) =
(
~xTi (t) , α i(t) , β i(t) , γ i(t)
)T (7.1)
mit
~xi(t) = (xi(t) , yi(t) , zi(t))
T (7.2)
zusammengefasst. Die Koordinaten beschreiben die relative Lage eines ingotfesten (xI,
yI, zI)-Koordinatensystems bezüglich eines (xR, yR, zR)-Referenzsystems, das sich im
Schwerpunkt des unangeregten Siliziumblockes befindet. Das Referenzsystem ist nicht
raumfest, da während des Drahtsägens eine langsame Abwärtsbewegung des Silizium-
blockes stattfindet, der dieses Koordinatensystem folgt. Bei sämtlichen Betrachtungen,
die die Schwingungsanregung des Siliziumblockes betreffen, ist der langsame Vorschub
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vernachlässigbar. Im Sägebetrieb ohne Schwingungsanregung ist die Position und Aus-
richtung des ingotfesten Koordinatensystems identisch zur Lage des Referenzsystems.
Bei allen Vorversuchen ist es erforderlich, die Koordinaten (7.1) messtechnisch zu erfas-
sen. Dies gelingt über die Messung der Verschiebung verschiedener Oberflächenpunkte
mit Hilfe eines Vibrometers. In Abbildung 7.1 ist die Verschiebung ~xMP1(t) des Ober-
flächenpunktes MP1 beispielhaft dargestellt. Der raumfest messbare Verschiebungs-
vektor ~xMP1(t) berechnet sich wie folgt aus den gesuchten Größen:
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xi(t)+ rz1 β i(t)− ry1 γ i(t)
yi(t)− rz1 α i(t)+ rx1 γ i(t)
zi(t)+ ry1 α i(t)− rx1 β i(t)
 . (7.3)
In (7.3) ist RIRkard(t) die linearisierte Kardan-Rotationsmatrix. Zur Berechnung der
Koordinaten (7.1) werden 6 verschiedene Punkte auf der Ingotoberfläche festgelegt,
deren Auslenkung jeweils nur in eine Raumrichtung gemessen wird. In Tabelle 7.1 sind
die Ortskoordinaten der Messpunkte und die jeweilige Messrichtung angegeben.
Tab. 7.1.: Ortskoordinaten der Messpunkte auf der Ingotoberfläche und die jeweilige Messrichtung;
Abstandsparameter a = 0,06m
Ortsvektor zum Messpunkt Relevante Koordinaten Messrichtung Messgröße
MP1 (I)~rP1 = (rx1 , ry1 , zz1 )
T ry1 = +a , rz1 = +a xR-Richtung xMP1(t)
MP2 (I)~rP2 = (rx2 , ry2 , zz2 )
T ry2 = -a , rz2 = +a xR-Richtung xMP2(t)
MP3 (I)~rP3 = (rx3 , ry3 , zz3 )
T ry3 = 0, rz3 = -a xR-Richtung xMP3(t)
MP4 (I)~rP4 = (rx4 , ry4 , zz4 )
T rx4 = 0, rz4 = 0 yR-Richtung yMP4(t)
MP5 (I)~rP5 = (rx5 , ry5 , zz5 )
T rx5 = 0, ry5 = +a zR-Richtung zMP5(t)
MP6 (I)~rP6 = (rx6 , ry6 , zz6 )
T rx6 = 0, ry6 = -a zR-Richtung zMP6(t)
Die Auslenkung der Punkte MP1, MP2 und MP3 wird in xR-Richtung gemessen.
Demzufolge sind die Punkte auf der Vorderseite des Siliziumblockes angeordnet. Die
Messung der Verschiebung im Punkt MP4 erfolgt in yR-Richtung. Der Punkt befindet
sich auf der linken Seitenfläche. Die Punkte MP5 und MP6, von denen die vertikale
Auslenkung gemessen wird, befinden sich auf der Unterseite des Ingot. Die Auslenkung
jedes Punktes kann entsprechend Gleichung (7.3) in Abhängigkeit von den Koordinaten
(7.1) angegeben werden, wobei nur die Zeile der jeweiligen Messrichtung relevant ist.
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Aus den einzelnen Zeilen lässt sich das Gleichungssystem (7.4) aufstellen:

1 0 0 0 rz1 -ry1
1 0 0 0 rz2 -ry2
1 0 0 0 rz3 -ry3
0 1 0 -rz4 0 rx4
0 0 1 ry5 -rx5 0




















Die Messpunkte sind so anzuordnen, dass die Koeffizientenmatrix in (7.4) regulär
ist, d.h., die Determinante dieser Matrix muss ungleich Null sein. Für die gewählten
Messpunktkoordinaten ist die Determinante −8a3 6= 0. Bei harmonischen Erregungen
werden die komplexen Amplituden der Messpunkte erfasst. Die gesuchten Amplituden











1 0 0 0 rz1 -ry1
1 0 0 0 rz2 -ry2
1 0 0 0 rz3 -ry3
0 1 0 -rz4 0 rx4
0 0 1 ry5 -rx5 0











7.1.2. Zur Dynamik des Siliziumblockes
Es wird das dynamische Verhalten des Siliziumblockes theoretisch betrachtet. Der Block
ist über die Kraftmessdose elastisch mit dem Schwingdeckel verbunden. Die Auslenkun-
gen des Schwingdeckels ~ys(t) nach (4.85), die mit den translatorischen Verschiebungs-
koordinaten ~xs(t) nach (4.86) über Gleichung (4.87) kinematisch in Beziehung stehen,
werden als rheonome Bindungen und somit als die Eingangsgrößen des in Abbildung
7.2 dargestellten Subsystems betrachtet. Zur Interpretation der Systemdynamik genügt
es, die Ausführungen auf das konservative System zu beschränken. Die Bewegungs-
gleichungen des Subsystems resultieren aus dem Impuls- und dem Drehimpulssatz:
~̇pi(t) = ~Fi(t) , (7.6)
~̇Li(t) = ~Mi(t) . (7.7)
Die Auswertung des Impulssatzes erfolgt bezüglich des (x0, y0, z0)-Inertialsystems des
Schwingdeckels bzw. im (xR, yR, zR)-Referenzsystem des Siliziumblockes. Beide Systeme
7.1. Zur Ansteuerung der Erregereinheit 115
ckx, cky, ckz,






























Abb. 7.2.: Prinzipskizze zur Beschreibung der Dynamik des Siliziumblockes in Abhängigkeit von der Aus-
lenkung des Schwingdeckels – (x0, y0, z0)-Inertialsystem Schwingdeckel; schwingdeckelfestes (xS, yS, zS)-
System; (xR, yR, zR)-Referenzsystem Ingot; ingotfestes (xI, yI, zI)-System; Auslenkungskoordinaten Schwing-
deckel xv(t), α s(t), β s(t); rotatorische Lagekoordinaten Ingot α i(t), β i(t), γ i(t); halbe Höhe Ingot hi; Höhe
Kraftmessdose hk; Steifigkeiten der Kraftmessdose ckx, cky, ckz, ckα , ckβ , ckγ ; translatorischer Lagevektor Ingot
~xi(t); Federauslenkungsvektor ~dF(t); Ortsvektor~rF(t) zur Federkraft; Vektor der Federkräfte ~FF(t); Vektor der
Federmomente ~MF(t); Gewichtsvektor ~Fg
sind relativ zueinander nicht verschieblich. Sie folgen der Vorschubbewegung der Ingot-
aufhängung und haben untereinander einen vertikalen Abstand von hk+hi. Der Vektor
(0)~̇pi(t) ergibt sich durch Multiplikation der Ingotmasse Mi mit dem zweimal nach der
Zeit differenzierten Verschiebungsvektor (0)~xi(t) aus (7.2):
(0)~̇pi(t) = Mi · ( ẍi(t) , ÿi(t) , z̈i(t))T . (7.8)
Der Kraftvektor (0)~Fi(t) setzt sich aus dem Federkraftvektor (0)~FF(t) und dem Gewichts-
kraftvektor (0)~Fg zusammen. Der Vektor (0)~Fg wirkt mit Mi · g stets in die positive z0-
Richtung. Um den Vektor (0)~FF(t) aufzustellen, ist es erforderlich, den Federauslenkungs-
vektor (S)~dF(t) im schwingdeckelfesten Koordinatensystem in Abhängigkeit von den
Freiheitsgraden des Siliziumblockes und des Schwingdeckels anzugeben. Dies gelingt
mit Hilfe der in Abbildung 7.2 grün eingezeichneten Vektoren unter Verwendung der
Drehmatrizen RIRkard(t) und 0SRkard(t). Die einzelnen Elemente des Vektors (S)~dF(t) er-
geben multipliziert mit den in xS-, yS- bzw. zS-Richtung wirkenden Steifigkeiten ckx,
cky bzw. ckz die Elemente des Federkraftvektors, der mit Hilfe der Matrix 0SRkard(t) im
Inertialsystem angegeben werden kann. Nach der abschließenden Linearisierung um die
Ruhelage ~qi(t) =~0, ~̇qi(t) =~0, ~ys(t) =~0, ~̇ys(t) =~0 ergibt sich:
(0)







ckx [−xi(t)+hi β i(t)+hk βs(t)]
cky [−yi(t)−hi α i(t)−hk αs(t)]
ckz [−zi(t)+ xv(t)]
 . (7.9)
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Das Einsetzen der Beziehungen (7.8) und (7.9) in den Impulssatz (7.6) führt auf die drei
linearisierten translatorischen Bewegungsgleichungen in x0-, y0- und z0-Richtung:
Mi ẍi(t)+ ckx xi(t)− ckx hi β i(t) = ckx hk βs(t) (7.10)
Mi ÿi(t)+ cky yi(t)+ cky hi α i(t) = −cky hk αs(t) (7.11)
Mi z̈i(t)+ ckz zi(t)−Mi g = ckz xv(t) . (7.12)
Die Auswertung des Drehimpulssatzes (7.7) erfolgt im ingotfesten (xI, yI, zI)-System.
Es wird angenommen, dass es ein Hauptachsensystem und somit der Trägheitstensor
(I)Ii des Ingot nur diagonal besetzt ist. Der Drall (I)~Li berechnet sich aus dem Trägheits-
tensor multipliziert mit dem Winkelgeschwindigkeitsvektor (I)~ω i(t). Mit
(I)~ω i(t) =

α̇ i(t) cosβ i(t) cosγ i(t)+ β̇ i(t) sinγ i(t)
−α̇ i(t) cosβ i(t) sinγ i(t)+ β̇ i(t) cosγ i(t)
α̇ i(t) sinβ i(t)+ γ̇ i(t)
 (7.13)
ergibt sich für den Drehimpuls
(I)
~Li =(I) Ii (I)~ω i(t) =

Iixx [α̇ i(t) cosβ i(t) cosγ i(t)+ β̇ i(t) sinγ i(t)]
Iiyy [−α̇ i(t) cosβ i(t) sinγ i(t)+ β̇ i(t) cosγ i(t)]
Iizz [α̇ i(t) sinβ i(t)+ γ̇ i(t)]
 . (7.14)
Die absolute Zeitableitung (I)~̇Li(t) erhält man im mitbewegten (xI, yI, zI)-System mit
(I)
~̇Li(t) =(I) Ii (I)~̇ω i(t)+(I) ~ω i(t)×(I) Ii (I)~ω i(t) . (7.15)
Die Anwendung der Differentiationsregel und die anschließende Linearisierung um die




Iixx α̈ i(t) , Iiyy β̈ i(t) , Iizz γ̈ i(t)
)T
. (7.16)
Der Momentenvektor (I) ~Mi(t) setzt sich zum einen aus dem Vektor der Federmomente
(I)
~MF(t) zusammen. Zum anderen geht der Federkraftvektor (I)~FF(t) über den Abstands-
vektor (I)~rF ein. Da näherungsweise (I)~FF(t)≈(0) ~FF(t) gilt, kann
(I)













ckx [−xi(t)+hi β i(t)+hk βs(t)]
cky [−yi(t)−hi α i(t)−hk αs(t)]
ckz [−zi(t)+ xv(t)]
(7.17)
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angegeben werden. Das Gleichsetzen von (7.16) und (7.17) gemäß (7.7) ergibt die linea-
risierten rotatorischen Bewegungsgleichungen (7.18) bis (7.20). Formal ist eine Trans-
formation in die mit α i(t), β i(t) bzw. γ i(t) verdrehten Zwischenkoordinatensysteme
sinnvoll, aber nicht erforderlich, um die Bewegungsgleichungen aus der jeweils ersten,
zweiten bzw. dritten Zeile abzulesen. Die dann erhaltenen Differentialgleichungen ent-
sprechen denen, die z.B. aus den Lagrangeschen Gleichungen 2. Art hervorgehen.
Die Gleichungen aus dem ingotfest ausgewerteten Drehimpulssatz sind dazu äquiva-
lent. Hier sind sie aufgrund der linearen Betrachtung identisch.
Iixx α̈ i(t)+
(
ckα + cky h2i
)
α i(t)+ cky hi yi(t) = (ckα − cky hi hk) αs(t) (7.18)
Iiyy β̈ i(t)+
(
ckβ + ckx h2i
)
β i(t)− ckx hi xi(t) = (ckβ − ckx hi hk) βs(t) (7.19)
Iizz γ̈ i(t)+ ckγ γ i = 0 (7.20)
Das Subsystem aus Abbildung 7.2 wird durch das Differentialgleichungssystem, be-
stehend aus den Gleichungen (7.10), (7.11), (7.12), (7.18), (7.19), (7.20), beschrieben.
Die Ausgangsgröße γ i(t) wird von den Eingangsgrößen nicht beeinflusst. Die lineari-
sierte Gleichung (7.20) ist von den anderen entkoppelt und die rechte Seite weist keine
Erregung auf. Zwar sind die nicht linearisierten Gleichungen über geschwindigkeits-
abhängige Terme miteinander gekoppelt, jedoch weist der Wegfall dieser Terme bei der
Linearisierung auf eine schwache Kopplung hin. Unter Vernachlässigung nichtlinearer
Anteile ist eine Anregung von γ i(t) lediglich durch Störungen möglich.
Zur selben Schlussfolgerung gelangt man mit Hilfe einer Steuerbarkeitsanalyse anhand
des linearisierten Modells. Die Vorgehensweise entspricht der in Abschnitt 5.6. Nach
der Überführung des Systems in den Zustandsraum und anschließender Diagonalisie-
rung der Systemmatrix ist jeder Zeile des umgeschriebenen Systems ein Eigenmode
zuzuordnen. Eine der Eigenschwingungen ist eine Rotationsbewegung um die z0-Achse,
d.h., γ i(t) ist auch Hauptkoordinate des Systems. Die zu γ i(t) und γ̇ i(t) gehörigen Zeilen
der neu entstandenen Steuermatrix sind Nullzeilen. Daraus folgt, dass diese Eigenform
nicht angeregt wird und das System nicht vollständig steuerbar ist.
7.1.3. Durchführung der Vorversuche und Ergebnisse
Die Versuche werden bei stillstehendem Galgen1 und ruhender Drahtsäge durchge-
führt. Das Ingot befindet sich direkt oberhalb des Drahtfeldes in Anschnittposition.
Es wird angenommen, dass eine andere Vorschubposition oder die Vorschubbewegung
selbst das Schwingverhalten des Siliziumblockes nicht wesentlich beeinflussen. Ebenso
ist zu beachten, dass während des Drahtsägeprozesses aufgrund der Interaktion mit
dem Sägedraht Kräfte auf das Ingot wirken. Im Wesentlichen entsteht zum einen ein in
Drahtlaufrichtung gerichteter Anteil, der als Schnittkraft bezeichnet wird. Zum ande-
ren bewirkt die Durchbiegung des Drahtes eine Vorschubkraft in Vorschubrichtung. Die
1Bauteil der Vorschubachse, an dem das Ingot bzw. hier die Erregereinheit befestigt ist
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Kraftbeträge variieren je nach Zusammensetzung der Läppemulsion und den Prozess-
parametern. Im Mittel ist die Schnittkraft pro Draht nicht größer als 4N. Die von einem
Draht ausgehende Vorschubkraft liegt in der Regel unter 0,8N [43]. Ohne Weiteres
ist einzusehen, dass die Interaktion zwischen Sägedraht und Ingot die Schwingungs-
anregung beeinflusst. Die Modellierung der Interaktion ohne zusätzliche Schwingungs-
anregung kann als eigenes Forschungsthema aufgefasst werden, das z.B. in [22], [41],
[42], [48] und [49] ausführlich behandelt wird. Die Durchführung der Vorversuche kann
nicht während des Drahtsägens erfolgen, da dann die Messung der Bewegung des
Siliziumblockes aufgrund der Slurryverschmutzung nicht möglich ist. Vereinfacht soll
hier angenommen werden, dass die aus den Vorversuchen abgeleiteten Betriebsschwing-
formen trotz Schnittkraft und Vorschubkraft im Wesentlichen erhalten bleiben. Zuletzt
ist auf den Schnittverlust während des Drahtsägens hinzuweisen. Das Ingot besitzt
beim Sägeversuch geringfügig andere Masseneigenschaften als bei den Vorversuchen.
Auch diese Veränderung bleibt hier unberücksichtigt.
Die Vorversuche liefern zunächst die 6× 3-Übertragungsmatrizen Hqiue(jΩ), die die
komplexen Ausgangsamplituden ~qi0 und die Spannungsamplituden ~ue0 gemäß
~qi0 = Hqiue(jΩ) ~ue0 (7.21)
miteinander verknüpfen. Die Amplituden des Vektors ~qi0 sind aus den gemessenen
Auslenkungsamplituden der Punkte MP1 . . .MP6 über die Transformationsvorschrift
(7.5) zu berechnen. Prinzipiell wird wie bei der Bestimmung der Matrizen Hxpue(jΩ),
Hxsue(jΩ) und H ipue(jΩ) vorgegangen (vgl. Abschnitt 6.3.2). Indem jeweils nur ein
Aktor angesteuert wird, erhält man für j = 1,2,3 aus den Quotienten
Hqiue 1 j(jΩ) =
xi0(jΩ)
up0 j(jΩ)
, Hqiue 2 j(jΩ) =
yi0(jΩ)
up0 j(jΩ)




Hqiue 4 j(jΩ) =
α i0(jΩ)
up0 j(jΩ)
, Hqiue 5 j(jΩ) =
β i0(jΩ)
up0 j(jΩ)




das jeweilige Matrixelement. Die Spannungsamplituden und die Erregerfrequenzen wer-
den wie folgt abgestuft:
• 9 Abstufungen für die Erregerfrequenz f in Hz:
100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450
• 6 Abstufungen für die Spannungsamplituden ûp1, ûp2 und ûp3 in V:
1, 3, 5, 7, 9, 11 .
Auf die Darstellung einzelner Übertragungsfunktionen wird verzichtet. Bereits vor den
Messungen konnte durch diverse Schlaganregungen mit einem Modalhammer eine erste
Resonanz knapp unterhalb von 100Hz festgestellt werden. Weitere Resonanzbereiche
innerhalb des Erregerfrequenzbandes sind bei etwa 380Hz und 440Hz auszumachen.
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Die Resonanzamplituden fallen allerdings weniger deutlich aus und die Bereiche über-
lappen sich zum Teil stark. Die mit dem Modalhammer ermittelten Resonanzen sind in
den Messreihen wiederzuerkennen. Besonders bei 100Hz und 450Hz treten bei gleich-
bleibender Erregeramplitude stärkere Schwingungen auf. Für die vorgesehene Anwen-
dung ist nachteilig zu bewerten, dass bei der Erregerfrequenz von 100Hz die Amplitu-
den xi0 und β i0 (vgl. Abbildung 7.2) vergleichsweise sehr hohe Beträge aufweisen. Das
System besitzt in diesem Frequenzbereich einen Eigenmode, der sich hauptsächlich aus
Schwingungen in diesen beiden Koordinatenrichtungen zusammensetzt.
Mit Hilfe der Mehrkörpersimulationssoftware Simpack bestätigt sich das beobachtete
Verhalten. Es kann ein stark vereinfachtes Modell, bestehend aus Schwingdeckel, Kraft-
messdose und Ingot, erstellt werden. Der Schwingdeckel ist über die Steifigkeiten der
Aktoren mit der Umgebung verbunden, wobei die Steifigkeit des Materiallagers nicht
modelliert wird. Die Steifigkeiten der Messdose können dem zugehörigen Datenblatt
entnommen werden. Die Massenparameter der Bauteile ergeben sich aus den Einzel-
massen und der jeweiligen Geometrie. Für genaue Untersuchungen hinsichtlich der mo-
dalen Parameter des Systems ist das Modell zu grob. Allerdings wird eine Eigenfrequenz
bei 106Hz berechnet, deren zugehörige Eigenform einer überlagerten Schwingung in xi-
und β i-Richtung entspricht. Knapp unterhalb dieser Frequenz wird eine weitere Eigen-
form ermittelt, die sich aus Schwingungen in yi- und α i-Richtung zusammensetzt. Die
Konsequenz daraus ist, dass es praktisch nicht möglich ist, von diesen Eigenformen ab-
weichende Schwingformen bei f = 100Hz zu erzeugen (vgl. Abschnitt 7.1.5). Außerdem
fällt an den Messergebnissen auf, dass auch Schwingungen in γ i-Richtung auftreten. Die
dynamischen Betrachtungen in Abschnitt 7.1.2 zeigen zwar, dass diese Schwingungen
nicht angeregt werden. Praktisch sind jedoch durch nicht perfekt zutreffende Modell-
annahmen derartige Schwingformen nicht auszuschließen.
7.1.4. Bestimmung der Spannungsamplituden
Um die geforderten Hubschwingungen in zi-Richtung zu erhalten, sollten alle komple-
xen Amplituden des Ausgangsvektors ~qi(t) nach (7.1) bis auf ẑi = |zi0| möglichst Null
sein. Die Grundlage für die Berechnung der erforderlichen Spannungsamplituden ist
Gleichung (7.21).
Da bei den Vorversuchen die Spannungsamplituden und Erregerfrequenzen variiert
worden sind und das Übertragungsverhalten gemäß Kapitel 6 von beiden Größen
abhängt, kann jeder Eingangsamplitude und Erregerfrequenz eine gemessene 6× 3-
Übertragungsmatrix zugeordnet werden. Genauer gesagt, ist jede Spalte der Über-
tragungsmatrizen für eine bestimmte Amplitude und Frequenz gültig. Die Matrizen
gelten jedoch nicht für eine spezielle Phasenlage der Eingangsspannungen unterein-
ander. Gibt man zunächst die Erregerfrequenz vor, ist es möglich, für eine spezielle
Kombination der drei Spannungsamplituden sowie der gegenseitigen Phasenlage die
komplexen Amplituden ~qi0 des Ausgangsvektors zu berechnen.
Die Möglichkeiten für die Wahl der Spannungsamplituden sind durch die Messdaten
vorgegeben. Da die Versuche mit 6 Amplituden durchgeführt worden sind, ergeben sich
120 7. Schwingungsanregung während des Drahtsägens
216 Kombinationen. Für jede Kombination kann die gegenseitige Phasenlage variiert
werden. Wählt man die Amplitude up01 als Referenz und variiert die Nullphasenwinkel
der Amplituden up02 und up03 in 5◦-Schritten, resultieren daraus insgesamt 1.119.744
Ansteuerkombinationen pro Erregerfrequenz. Jede Ansteuervariante ergibt über die
zugehörige Übertragungsmatrix einen Amplitudenvektor ~qi0. Da hier im Wesentlichen
die Schwingungen in zi-Richtung interessant sind, kann zunächst aus allen berechneten
Ausgangsamplituden ~qi0 der für jede Erregerfrequenz maximal mögliche Amplituden-
betrag ẑi ermittelt werden. Die Werte sind in Tabelle 7.2 aufgeführt.
Tab. 7.2.: Maximal erreichbare Amplitudenbeträge ẑi = |zi0| anhand der Messdaten aus den Vorversuchen bei
den gewählten Erregerfrequenzen f
f in Hz 100 150 200 250 300 350 400 450
|zi0| in µm 16,6 6,1 5,4 7,3 12,8 8,4 23,6 31,8
Anschließend kann ein Wert für ẑi vorgegeben werden. Mit geringen Abweichungen
ist die Vorgabe zunächst bei einer Vielzahl der Vektoren ~qi0 erfüllt. Es ist derjenige
auszuwählen, bei dem die Summe der quadrierten Beträge aller anderen Amplituden
xi0, yi0, α i0, β i0 und γ i0 minimal ist. Diesem Vektor sind drei Spannungsamplituden
up01, up02 und up03 zugeordnet. Als Ergebnis gehen daraus die erforderlichen Ansteuer-
parameter ûp1, ûp2 und ûp3 mit den Nullphasenwinkeln εup1 = 0, εup2 und εup3 hervor.
7.1.5. Festlegungen und Kontrollmessungen
Aufgrund der größtmöglichen Amplituden gemäß Tabelle 7.2 werden die folgenden
Vorgaben für die Amplitudenbeträge ẑi und die Erregerfrequenzen f gemacht:
• 8 Versuche mit ẑi = 5µm und f = 100 , 150 , . . . , 450Hz
• 1 Versuch mit ẑi = 10µm und f = 450Hz .
Es ergeben sich 9 verschiedene Betriebsarten, die jeweils durch die Erregerfrequenz
und die Amplitude in zi-Richtung definiert sind. Es sei darauf hingewiesen, dass hö-
here Amplituden bei f = 450Hz sowie generell höhere Frequenzen zwar möglich sind,
der zulässige Dauerstrom der Verstärkermodule dabei aber überschritten wird. Dieser
Umstand kann während der Sägeversuche nicht hingenommen werden, da im Gegen-
satz zu den Vorversuchen eine lange Einschaltdauer der Betriebsarten von wenigstens
20min erforderlich ist. Die Anregungen mit 5µm Amplitude entsprechen etwa dem hal-
ben mittleren Durchmesser der Abrasivpartikel, der bei der Körnung F600 ca. 9,3µm
beträgt [14]. Dieses Verhältnis entspricht einer Empfehlung für das Ultraschallschwing-
läppen [39].
Jeder Betriebsart sind spezielle Ansteuerparameter ûp1, ûp2, ûp3, εup1 , εup2 und εup3 zu-
geordnet. Die Ansteuerung der Aktoren erfolgt unter Vorgabe dieser Daten. Vor den
eigentlichen Sägeversuchen werden die Betriebsarten getestet, d.h., es werden Versu-
che bei stillstehender Drahtsäge (vc = 0m/s) durchgeführt und anschließend bei einer
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Drahtgeschwindigkeit von vc = 15m/s wiederholt. Von Interesse sind stets die kom-
plexen Ausgangsgrößen xi0, yi0, zi0, α i0, β i0 und γ i0. Die Geschwindigkeit von 15m/s



























aus Messdaten berechnete Amplituden ẑi
bei vc = 0m/s gemessene Amplituden ẑi
bei vc = 15m/s gemessene Amplituden ẑi
Abb. 7.3.: Amplitudenbetrag ẑi des Ingot bei Ansteuerung in den verschiedenen Betriebsarten – Vergleich
der aus den Messdaten berechneten Amplituden mit den im Stillstand der Drahtsäge und den bei einer Draht-



























aus Messdaten berechnete Amplituden x̂i
bei vc = 0m/s gemessene Amplituden x̂i
bei vc = 15m/s gemessene Amplituden x̂i
Abb. 7.4.: Amplitudenbetrag x̂i des Ingot bei Ansteuerung in den verschiedenen Betriebsarten – Vergleich
der aus den Messdaten berechneten Amplituden mit den im Stillstand der Drahtsäge und den bei einer Draht-
geschwindigkeit von vc = 15m/s gemessenen Amplituden; Sollamplitude x̂i = 0µm
In den Abbildungen 7.3 und 7.4 sind die Beträge der Amplituden zi0 und xi0 bei den
verschiedenen Betriebsarten dargestellt. Diagramme mit den anderen Ausgangsgrößen
befinden sich im Anhang B.1. Verglichen werden die bei den Kontrollversuchen gemesse-
nen Ausgangsgrößen mit denen, die rechnerisch aus den ermittelten Ansteuersignalen
und den gemessenen Übertragungsmatrizen hervorgehen. Die Nullphasenwinkel sind
nicht dargestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Winkel bei hohen Amplituden-
beträgen nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Tendenziell treten größere Ab-
weichungen bei geringen Beträgen auf. Stark abweichende Phasenlagen, wie sie bei
kaum messbaren Signalstärken auftreten, haben keine Bedeutung.
Es wird festgestellt, dass die Amplituden ẑi in Abbildung 7.3 im Wesentlichen den
Vorgaben entsprechen. Auffällige Abweichungen sind nur bei 350Hz/5µm zu erken-
nen. Neben den Vorgaben für die Amplituden ẑi sollten die Amplituden der anderen
Freiheitsgrade möglichst verschwinden. Diese Forderung ist bei den meisten Erreger-
frequenzen in guter Näherung realisierbar. Die Werte sind verglichen mit der Ampli-
tude ẑi stets sehr gering. Eine Ausnahme bildet die Betriebsart bei 100Hz. In diesem
Frequenzbereich befinden sich zwei Resonanzen, denen die im Simpack-Modell be-
rechneten Eigenformen in xi- und β i- bzw. yi- und α i-Richtung zuzuordnen sind. Es
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ist schwierig Schwingformen zu erzeugen, die keine Amplituden in die besagten Rich-
tungen aufweisen. In den Abbildungen 7.4, B.1, B.2 und B.3 sind die unerwünschten
Amplituden bei f = 100Hz zu erkennen. Das Auftreten dieser Anteile ist hier aber
auch auf die grobe Diskretisierung der Spannungsamplituden bei den Vorversuchen zu-
rückzuführen, da die unerwünschten Anteile schon in den berechneten Ausgangsgrößen
auftreten. Es ist von vornherein mit Ungenauigkeiten zu rechnen, da die ermittelten
Ansteueramplituden up01, up02 und up03 nur die in Abschnitt 7.1.3 festgelegten Beträge
aufweisen können. Aus feiner diskretisierten Vorversuchen gehen womöglich Erreger-
spannungen hervor, mit denen bessere Ergebnisse erzielt werden. Insgesamt weisen
die Kontrollmessungen auf eine gute Reproduzierbarkeit der Versuchsergebnisse hin,
da abgesehen von wenigen Ausnahmen die gemessenen mit den aus den Vorversuchen
ermittelten Amplituden nahezu übereinstimmen.
Bisher sind lediglich die Amplituden gegenübergestellt worden, die aus den Spektren der
Zeitabtastungen bei der Erregerfrequenz hervorgehen. An dieser Stelle ist ein Vergleich
der kompletten Spektren bei stehender und laufender Drahtsäge (vc = 15m/s) sinnvoll.
Die Bezeichnung der aus xi(t), yi(t), zi(t), α i(t), β i(t), γ i(t) berechneten Spektren ist
Xi (r), Yi (r), Zi (r), Ai (r), Bi (r), Γ ir, d.h., der Index r kennzeichnet die r-te Spektrallinie.
f̄ = r ·∆ f in Hz
0 50 100 150








Abb. 7.5.: Diskretes Amplitudenspektrum Xi (r) bei einer Drahtgeschwindigkeit vc = 15m/s ohne Ansteue-
rung der Schwingungserregereinheit
In den Spektren ohne Drahtgeschwindigkeit sind bis auf die Linien bei der Erreger-
frequenz keine nennenswerten Amplituden erkennbar. Dagegen treten bei laufender
Säge zusätzlich erhöhte Amplituden bei etwa 25Hz und 100Hz auf, die auch ohne
Ansteuerung der Erregereinheit messbar sind. Abbildung 7.5 zeigt das Spektrum Xi (r) =
Xi(r ∆ f ) im Bereich 0 < r ∆ f ≤ 150Hz, berechnet aus den Messdaten bei vc = 15m/s
und nicht angesteuerter Erregereinheit. Die Spektren der anderen Abtastungen sind im
Anhang B.2 dargestellt (Abbildungen B.5 bis B.9).
Im Spektrum Xi (r) sind die erhöhten Amplituden in den Frequenzbereichen um 25Hz
und 100Hz gut zu erkennen. Die unerwünschten Schwingungen können auf die Wickel-
einheiten der Drahtsäge zurückgeführt werden. Bei den Versuchen ist eine massive Spule
auf der Aufwickeleinheit und eine wesentlich leichtere Blechspule zum Abwickeln des
Drahtes installiert. Die massive Spule weist eine Masse von 100kg auf [1] und hat mit
dem darauf befindlichen Draht einen Durchmesser von etwa 200mm. Für eine Draht-
geschwindigkeit von 15m/s ergibt sich daraus eine erforderliche Winkelgeschwindigkeit
von 150s−1 und dementsprechend eine Frequenz von 23,9Hz.
Die Rotationsfrequenz von 23,9Hz bewirkt offensichtlich eine Schwingungsanregung
der gesamten Drahtsäge. Somit sind die hohen Amplituden im Bereich von 25Hz er-
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klärbar. Die zweite Überhöhung in den Spektren tritt ungefähr beim Vierfachen der
Rotationsfrequenz auf. Da die anderen rotierenden Teile an der Drahtsäge nicht mit
einer entsprechenden Winkelgeschwindigkeit umlaufen, ist auch hier die Rotation der
massiven Spule als Ursache naheliegend. Es ist jedoch nicht ohne Weiteres nachvoll-
ziehbar, in welcher Weise die durch die Unwucht erzeugten Schwingungen, die sowohl
vertikal als auch horizontal wirken, über die komplexe Konstruktion der Drahtsäge auf
das Ingot übertragen werden.
Die Ausführungen machen deutlich, dass sich die laufende Drahtsäge auf die Schwing-
formen des Ingot auswirkt, wenngleich der Einfluss auf die Frequenzanteile bei der
jeweiligen Erregerfrequenz durchaus gering ist. Die unerwünschte Anregung der Draht-
säge durch umlaufende Maschinenelemente tritt unabhängig von der Erregereinheit auf.
Die Wirkung der Anregung ist maschinenspezifisch und hinzunehmen. Es ist zu beach-
ten, dass sich die Störfrequenzen während eines mehrere Stunden andauernden Schnit-
tes verändern, da die Durchmesser der Spulen samt Sägedraht und damit die Winkel-
geschwindigkeiten der Wickler nicht konstant bleiben. Zudem werden je nach Draht-
hersteller unterschiedliche Spulenkörper mit variierenden dynamischen Eigenschaften
verwendet. Die angegebenen Ergebnisse weisen daher beispielhaft auf Störungen hin,
allgemeingültig sind sie jedoch nicht.
7.2. Sägeversuche
Das Ziel der Versuche ist, einen Effekt der Schwingungsanregung auf das Drahtsägen
nachzuweisen. In Abschnitt 7.2.1 werden zunächst die wesentlichen Kenngrößen des
Prozesses sowie die Vorgehensweise konkretisiert. Die Darstellung und Diskussion der
Ergebnisse erfolgt in Abschnitt 7.2.2.
7.2.1. Prozessparameter, Versuchsdurchführung und
Messgrößen
Aufgrund der Komplexität des Trennverfahrens ist der Sägeprozess durch viele Para-
metervariationen beeinflussbar. Während der Versuche werden sämtliche Prozesspara-
meter konstant gehalten, so dass die erzielten Ergebnisse und Beobachtungen allein
auf die Schwingungsanregung zurückzuführen sind. Als Werkstück wird das in den
Vorversuchen getestete Ingot verwendet. Es handelt sich um multikristallines Silizi-
um, wie es in der Photovoltaikindustrie verarbeitet wird. Die Breite der Blöcke be-
trägt 156mm und entspricht zugleich der Drahteingriffslänge. Andere Vorgaben, wie
die Draht- bzw. Schnittgeschwindigkeit, die Vorschubgeschwindigkeit und die Draht-
vorspannkraft, orientieren sich an industriell üblichen Werten. Von geringem Interesse
ist ein besonderer Nenndurchmesser des Drahtes. Verwendet wird Neudraht mit einem
Durchmesser von 120µm. Das Drahtfeld wird aus 10 Drähten aufgebaut. So wirken
durch die Schwingungsanregung hervorgerufene Änderungen in den Kräfteverhältnissen
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10-fach und sind besser messbar. Verglichen mit einem industriellen Prozess ist die An-
zahl der Drähte jedoch sehr gering, so dass hier nicht von einer bedeutsamen Abnut-
zung des Drahtes auszugehen ist. Die Slurry setzt sich aus Polyethylenglycol (PEG300)
und Siliziumpartikeln (SiC) der Körnung F600 zusammen. Das Massenverhältnis bei-
der Komponenten beträgt 52% PEG300 zu 48% SiC. Die Temperatur der Slurry wird
konstant bei etwa 30◦C gehalten. Da sich die Viskosität der Slurry mit der Temperatur
ändert, kann so ein Einfluss auf die Messergebnisse durch veränderte Fließeigenschaften
ausgeschlossen werden. Tabelle 7.3 fasst die festgelegten Prozessgrößen zusammen.




Drahtvorspannkraft Fdv (Drahtauslauf) 20N
Drahtdurchmesser 120µm
Anzahl der Drähte im Drahtfeld 10
Feststoff Slurry SiC F600 48m-%
Flüssigphase Slurry PEG300 52m-%
Slurrytemperatur 30◦C
Jede der im letzten Abschnitt festgelegten Betriebsarten soll etwa 20min getestet wer-
den. Vorausgesetzt die Schwingungsanregung zeigt Wirkung, erfolgt während dieser
Phase der Übergang in einen neuen stationären Zustand mit konstanten Sägekräften.
Der Vorgang ist von der Drahtvorspannkraft abhängig [44] und dauert etwa 15min.
Die Erregereinheit wird in der in Tabelle 7.4 angegebenen Reihenfolge angesteuert.
Tab. 7.4.: Reihenfolge der Betriebsarten während eines Sägeversuchs
Versuchsnr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f in Hz 0 450 450 150 200 250 300 350 400 450
ẑi in µm 0 5 10 5 5 5 5 5 5 5
Vor der ersten Betriebsart wird zum Vergleich ohne Schwingungsanregung gesägt. Für
die insgesamt 10 Varianten ist eine Zeit von 200min notwendig. Aus der Ingothöhe
von 156mm resultiert bei der Vorschubgeschwindigkeit vf = 0,4mm/min eine mögliche
Versuchsdauer von 390min. Somit können alle Betriebsarten innerhalb eines Schnit-
tes getestet werden. Anregungen bei 100Hz sind nicht geplant, da die Schwingun-
gen in x0-Richtung prinzipiell unerwünscht sind. Zum einen sind unter Berücksichti-
gung der Oberflächenqualität der gesägten Wafer Schwingungen quer zum Sägespalt
zu vermeiden. Besonders in der Halbleiterindustrie sind extreme Ebenheitstoleranzen
im Nanometerbereich gefordert, wobei eine Nachbearbeitung durch Schleifen oder Po-
lieren nur in Grenzen möglich ist [50]. Zum anderen verlaufen die 10 Drähte sehr nahe
beieinander. Die starken Querschwingungen können zu breiten Sägespalten und im
Extremfall zum Zusammenlaufen von Drähten während des Sägens führen. Ein solcher
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Vorgang würde zum Abbruch des Sägeversuchs führen und ist deshalb zu vermeiden.
Im ersten Abschnitt des Sägeversuchs wird die Abhängigkeit von der Amplitude bei
f = 450Hz untersucht. Danach folgen die Anregungen mit zi = 5µm und steigender
Frequenz zwischen 150Hz und 450Hz. Dabei wird der Versuch mit 450Hz/5µm wie-
derholt. Auf diese Weise ist die Reproduzierbarkeit der Messdaten überprüfbar.
Während des Sägens werden die auf das Ingot übertragenen Kräfte mit Hilfe der Kraft-
messdose bestimmt. Im Wesentlichen wirken je nach Drahtlaufrichtung eine Schnitt-
kraft Fc in y0-Richtung sowie eine Vorschubkraft Ff in negative z0-Richtung. Beide Kräf-
te sind im stationären Sägebetrieb ohne Schwingungsanregung konstant. Es ist ohne
Weiteres einzusehen, dass durch bewusst aufgebrachte Schwingungen an der Messdose
periodische Kräfte und Momente auftreten. Im Folgenden werden Überlegungen in Hin-
blick auf die Bestimmung der Kräfte Fc und Ff angestellt. Die Ausführungen basieren
auf der in Abschnitt 7.1.2 beschriebenen Dynamik des Siliziumblockes. Die hier weniger
relevante Messung der Momente wird nicht betrachtet.
Vereinfacht wird angenommen, dass ausgehend vom Sägedraht eine punktförmige Kraft
~Fd(t) mit den raumfesten Komponenten Fdx(t), Fdy(t) und Fdz(t) auf das Ingot wirkt.
Der Angriffspunkt befindet sich an einer materiellen Stelle des Siliziumblockes, wobei
der genaue Ort für die Kraftmessung nicht bedeutend ist. Im Impulssatz (7.6) sind
die eingeprägten Anteile zu ergänzen. Die linearisierten translatorischen Bewegungs-
gleichungen (7.10), (7.11) und (7.12) werden durch die zusätzlichen Kräfte erweitert.
Man erhält
Mi ẍi(t)+ ckx xi(t)− ckx hi β i(t) = ckx hk βs(t)+Fdx(t) , (7.23)
Mi ÿi(t)+ cky yi(t)+ cky hi α i(t) = −cky hk αs(t)+Fdy(t) , (7.24)
Mi z̈i(t)+ ckz zi(t)−Mi g = ckz xv(t)+Fdz(t) . (7.25)
Die Verschiebung und Verdrehung des Siliziumblockes relativ zur Messdose wird durch
die Größen xk(t), yk(t) und zk(t) sowie αk(t), βk(t) und γk(t) körperfest beschrieben.
Die Dehnmessstreifen der Messdose ermöglichen die Bestimmung von Verformungen,
die kinematisch mit diesen Größen in Beziehung stehen. Die Auslenkungen xk(t), yk(t)
und zk(t) sind proportional zu den auftretenden Kräften, wohingegen aus den Verdre-
hungen die Momente bestimmt werden. Die Auslenkung entspricht dem Vektor ~dF in
entgegengesetzter Richtung (vgl. Abbildung 7.2). Der Vektor ist im schwingdeckelfesten
(xS, yS, zS)-Koordinatensystem anzugeben, da die Messdose fest mit dem Schwingdeckel
verbunden ist. Die gemessenen Verschiebungen ergeben sich in Abhängigkeit von den
Auslenkungen des Ingot und des Schwingdeckels wie folgt:
xk(t) = xi(t)−hi β i(t)−hk βs(t) , (7.26)
yk(t) = yi(t)+hi α i(t)+hk αs(t) , (7.27)
zk(t) = zi(t)− xv(t) . (7.28)
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Unter Beachtung der Beziehungen (7.26) bis (7.28) führen die Gleichungen (7.23) bis
(7.25) auf die von der Messdose ausgegebenen Kräfte:
Fkx(t) = ckx xk(t) = Fdx(t)−Mi ẍi(t) , (7.29)
Fky(t) = cky yk(t) = Fdy(t)−Mi ÿi(t) , (7.30)
Fkz(t) = ckz zk(t) = Fdz(t)−Mi z̈i(t)+Mi g . (7.31)
Es ist zu erkennen, dass die Ingotmasse Mi, die während des Drahtsägens nicht konstant
ist, Einfluss auf die Messdaten hat. Der Schnittverlust an Silizium hängt von der Draht-
dicke, der Korngröße der SiC-Partikel sowie den transversalen Drahtschwingungen
ab [59]. Bei einem Drahtdurchmesser von 120µm und einer Partikelgröße von etwa
10µm [14] ist die Schnittspaltbreite mit grob 150µm abschätzbar. Aus der Ingot-
breite (156mm), einer Schnitttiefe von etwa 80mm sowie der Dichte von Silizium
(2340kg/m3) resultiert eine Massenabnahme von maximal 43g während des Säge-
versuchs mit 10 Drähten.
Konkret wirkt sich der Massenverlust auf die Trägheitskräfte und die Gewichtskraft
aus. Für die Kräfte Fdx(t), Fdy(t) und Fdz(t) werden periodische Signalverläufe ange-
nommen. Während die Kraft Fdx(t) mittelwertfrei ist, entspricht der Mittelwert von
Fdy(t) der Schnittkraft Fc, wohingegen Fdz(t) die Vorschubkraft Ff als konstanten An-
teil enthält. Da die Trägheitskräfte ohnehin mittelwertfrei sind, können die Sägekräfte
durch Mittelwertbildung bestimmt werden. Für Fc ergibt sich das Vorzeichen je nach
Schnittrichtung. Die Berechnung der Kraft Ff erfolgt zunächst unter Berücksichtigung
des Gewichtsverlustes. Die Abnahme der Gewichtskraft Fg = Mi g beträgt bei einer




















Es wird ein Datensatz von m Abtastungen für die Berechnung verwendet. In die Mittel-
wertbildung gehen die Daten nach dem Erreichen eines stationären Zustandes während
der Versuchsphase einer Betriebsart ein. Die Subtraktion der Gewichtskraft Fg in (7.33)
wird vor dem Beginn des Sägeversuchs in der Datenerfassungssoftware vorgenommen.
Die Zeitspanne ∆T entspricht der fortschreitenden Versuchsdauer. Die Multiplikation
mit dem konstanten Faktor F ′g ergibt einen Wert zur Korrektur der Gewichtsabnahme.
Der in (7.33) eingeklammerte Wert hat allerdings nur theoretischen Charakter. In
der Praxis ist die Korrektur nicht ohne Weiteres möglich. Zum einen lagert sich im
Sägespalt anstelle des herausgeschnittenen Siliziums ein Restbestand Slurry ab. Zum
anderen wird der Siliziumblock während des Sägeprozesses stark mit Slurry verun-
reinigt. Das Ingot selbst und besonders die Befestigungsplatten bieten hier günstige
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Ablagerungsmöglichkeiten. Da die Dichte der SiC-Partikel höher als die des multi-
kristallinen Siliziums ist [45], kann selbst eine Zunahme der gemessenen Gewichtskraft
nicht ausgeschlossen werden. Die Messung der Kraft Ff unterliegt also von vornherein
einer Unsicherheit.
Da die Bestimmung der Kräfte Fc und Ff durch Mittelung periodischer Signale erfolgt,
ist auf eine angemessene Datenerfassung zu achten. Während bei herkömmlichen Säge-
versuchen eine geringe Abtastfrequenz vollkommen ausreichend ist, wird hier die ma-
ximal mögliche Abtastrate des Einlesesystems von 3000Hz genutzt. Vorausgesetzt, die
wesentlichen Frequenzanteile der zu messenden Signale liegen im Bereich der Erreger-
frequenz, sind auf diese Weise die abgetasteten Daten im Zeitbereich interpretierbar.
7.2.2. Versuchsergebnisse
Wie im vorigen Abschnitt gezeigt, gehen Fc und Ff aus den gemessenen Kräften Fky(t)
und Fkz(t) hervor. Auf die Darstellung der unaufbereiteten Kräfte Fkx(t), Fky(t) und
Fkz(t) über die gesamte Aufzeichnungsdauer wird verzichtet. Alle drei Kraftverläufe
enthalten periodische Trägheitsanteile mit unterschiedlichen und von der Betriebsart
abhängigen Amplituden. Die Kraft Fkx(t) ist erwartungsgemäß stets mittelwertfrei und
wird nicht weiter betrachtet. Abbildung 7.6 zeigt beispielhaft einen Ausschnitt von
10ms der Verläufe von Fky(t) und Fkz(t) bei der Betriebsart 400Hz/5µm.




















Abb. 7.6.: Kräfte Fky(t) und Fkz(t) bei der Betriebsart 400Hz/5µm und Darstellung des Mittelwertes
In den Diagrammen ist deutlich die Erregerfrequenz von 400Hz wiederzuerkennen.
Die Signale weisen eine Periodendauer von 2,5ms auf, die aufgrund der Abtastrate
von 3000Hz 7,5 mal abgetastet wird. In Übereinstimmung mit den Auslenkungen
(vgl. Abbildung B.1) treten auch Trägheitskräfte in y0-Richtung auf. Am Kraftverlauf
Fkz(t) fällt auf, dass die Amplituden den Mittelwert erheblich übersteigen. Es zeigt sich
die Notwendigkeit eines Kraftmessbereiches, der betragsmäßig deutlich größer als die
eigentlich zu messenden Kräfte Fc und Ff ist. Der dargestellte Mittelwert entspricht
nicht exakt dem Wert, der aus den abgebildeten Verläufen hervorgeht. Die Bildung des
Mittelwertes erfolgt mit den Daten, die in den letzten 5min der jeweils eingeschalteten
Betriebsart erfasst worden sind.
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In Abbildung 7.7 sind die Mittelwerte der Versuchsreihenfolge entsprechend darge-
stellt. Bei der Berechnung der Kraft Ff wird der theoretische Gewichtsverlust F ′g ∆T
aus den oben erwähnten Gründen nicht kompensiert, d.h., es gilt F ′g ∆T ≡ 0. Vorweg
sei erwähnt, dass ein Temperatureinfluss auf die Messergebnisse auszuschließen ist,
auch wenn im Sägeraum ein Temperaturanstieg von etwa 2◦C während der Versuchs-
dauer zu verzeichnen ist. Wie in zusätzlichen Versuchen gezeigt werden konnte, wirkt
sich die Temperatur zwar durchaus auf die dehnmessstreifenbasierten Messungen aus,
die hervorgerufenen Schwankungen erreichen aber nicht die Größenordnung der hier
gemessenen Unterschiede.
Bei der Beurteilung der dargestellten Mittelwerte stellt sich zunächst die Frage, wie
Änderungen in den Kräften Fc und Ff zu werten sind. Die Kraft Fc ist ein Maß für
die Leistung, die den Antrieben der berillten Walzen zuzuführen ist. Befindet sich
kein Block im Drahtfeld, ist die von den Antrieben abgegebene Leistung wegen der
gegenläufigen Drehmomente insgesamt Null. Während des stationären Sägeprozesses
berechnet sich die mechanische Schnittleistung Pc aus
Pc = Fc vc. (7.34)
Die Schnittleistung muss den Antrieben zugeführt werden, d.h., bei festgelegter Schnitt-
geschwindigkeit vc ist die Kraft Fc direkt proportional zum Leistungsbedarf beim Draht-
sägen. Die Kraft Ff ist über die Drahteingriffslänge und die Schnittspaltbreite zum
Läppdruck proportional. Nach Preston [67] lässt sich eine phänomenologische Abhän-
gigkeit der Abtragsrate vom Läppdruck und der Schnittgeschwindigkeit formulieren.
Die Abtragsrate ist im stationären Zustand betragsmäßig der Vorschubgeschwindigkeit
gleichzusetzen, so dass das Abtragsgesetz mit
vf =−kp vc Ff (7.35)
angegeben werden kann. Es ist zu beachten, dass Vorschubkraft und -geschwindigkeit
technologisch bedingt entgegengesetzt gerichtet sein müssen, da die Vorschubgeschwin-
digkeit nicht der Geschwindigkeit des Werkzeuges, sondern der des Werkstückes ent-
spricht, d.h., es gilt sgn(vf) = −sgn(Ff). Der Proportionalitätsfaktor kp, der auch als
Preston-Koeffizient bezeichnet wird, ist als phänomenologisches Maß für das Abtrags-





Da die Sägeversuche bei konstanten Geschwindigkeiten vf und vc durchgeführt worden
sind, ergibt sich aus Gleichung (7.36) ein erhöhtes Abtragsvermögen bei betragsmäßig
sinkender Vorschubkraft. Die Ausführungen verdeutlichen, dass sowohl für die Kraft Fc
als auch für Ff fallende Beträge positiv zu werten sind. Bei gegensätzlichen Tendenzen





































Abb. 7.7.: Schnittkraft Fc und Vorschubkraft Ff bei den getesteten Betriebsarten – Fc aus Gleichung (7.32)
und Ff aus Gleichung (7.33) mit F ′g ∆T ≡ 0 berechnet
Die Kraft Fc ist im oberen Teil von Abbildung 7.7 dargestellt. Aufgrund des in po-
sitive y0-Richtung verlaufenden Drahtfeldes ergeben sich positive Schnittkräfte. Bei
den ersten beiden Betriebsarten 450Hz/5µm und 450Hz/10µm tritt im Vergleich zum
Sägen ohne Schwingungsanregung ein Kraftabfall ein, wobei sich die höhere Ampli-
tude stärker auswirkt. Die anschließend getestete Betriebsart 150Hz/5µm hat keinen
erkennbaren Effekt auf die Kraft Fc. Erst mit steigender Frequenz wird der Einfluss
wieder größer. Für den getesteten Frequenz- und Amplitudenbereich kann somit auf
sinkende Schnittkräfte bei steigenden Frequenzen und Amplituden geschlossen wer-
den. Die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse ist in genügender Genauigkeit gegeben, da
die zweimal getestete Anregung 450Hz/5µm in beiden Fällen zu annähernd gleichen
Ergebnissen führt.
Für die Vorschubkraft Ff ergeben sich aufgrund der Messrichtung negative Werte. Der in
Abbildung 7.7 erkennbare Anstieg ist demnach als Abfall des Kraftbetrages zu werten.
Da hier aber auch das Gewicht des Ingot maßgeblichen Einfluss hat, sind die Ergebnisse
nicht eindeutig interpretierbar. Der Anstieg des Mittelwertes Ff kann auch aus einer
Massenzunahme resultieren. Es ist plausibel, dass sich zu Beginn des Sägeversuchs
eine große Menge Slurry auf dem Ingot ablagert und diese Gewichtszunahme mit fort-
schreitender Versuchsdauer abflacht. Wie oben bereits diskutiert, ist es vorstellbar,
dass die entstehenden Sägespalte durch Slurryablagerungen aufgefüllt werden und es
zu keiner wesentlichen Massenreduzierung durch Schnittverlust kommt. Aus diesen
Überlegungen geht hervor, dass auf eine Zu- oder Abnahme der Kraft Ff aufgrund
der Schwingungsanregung nicht zuverlässig geschlossen werden kann. Hinzu kommt,
dass sich die Messergebnisse bei der zweimal getesteten Anregung 450Hz/5µm unter-
scheiden. Der in Abbildung 7.7 erkennbare Abfall des Kraftbetrages |Ff| ist somit nicht
zweifelsfrei auf ein verbessertes Abtragsvermögen zurückzuführen.
Somit können hier lediglich die gemessenen Schnittkräfte auf einen Effekt beim Draht-
sägen hinweisen. Während des Betriebes der Erregereinheit mit 450Hz/10µm fällt die
Schnittkraft Fc am deutlichsten ab. Die Kraft sinkt um etwa 0,4N. Das bedeutet ei-
ne Leistungsersparnis von 2− 3%. Wird ein industriell übliches Drahtfeld von 1000
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Drähten zugrunde gelegt, sinkt die resultierende Schnittkraft um 40N. Bei einer Draht-
geschwindigkeit von 15m/s ergibt sich daraus eine absolute Ersparnis von 600W. Zu
beachten ist, dass dabei die der Erregereinheit zugeführte Wirkleistung nicht berück-
sichtigt wird.
Insofern kann mit den Betriebsarten nach Tabelle 7.4 ein Effekt auf das Drahtsägen
nachgewiesen werden. Die Schnittkraft zeigt mit steigenden Erregerfrequenzen und Am-
plituden eine abfallende Tendenz. Da bei den Versuchen für den Betrag der Vorschub-
kraft kein Anstieg gemessen wurde, sind die Auswirkungen positiv zu beurteilen und
eine weitere Untersuchung der Schwingungsanregung gerechtfertigt. Durch die Ver-
wendung eines noch leichteren Ingot verschieben sich die Systemresonanzen in höhere
Frequenzbereiche. Auf diese Weise gelingt es, die Wirkung der Schwingungsanregung
bei höheren Amplituden und Frequenzen mit der zur Verfügung stehenden Erreger-
einheit nachzuweisen. Dabei ist anzunehmen, dass hinsichtlich Frequenz und Ampli-
tude eine optimale Erregerkonfiguration existiert. Für die weiteren Versuche sind die
beschriebenen Vorversuche zur Berechnung der Ansteuerspannungen zu wiederholen,
da für jeden Sägeversuch ein neues Ingot mit anderen Masseneigenschaften verwendet
werden muss.
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Motiviert durch das Ultraschallschwingläppen, befasst sich die vorliegende Arbeit mit
der Entwicklung einer Schwingungserregereinheit, die während des Drahtsägeprozesses
Schwingungen auf das Ingot überträgt. Als Stellglieder werden drei piezoelektrische
Aktoren verwendet. Auf diese Weise ist es prinzipiell möglich, unterschiedliche Signal-
formen, Erregerfrequenzen und Amplituden zu erzeugen. Zunächst wurde ein Kon-
zept erarbeitet und die Erregereinheit konstruiert. Die Montage des Ingot erfolgt am
Schwingdeckel, der über ein Materiallager mit dem Gehäuse der Erregereinheit ver-
bunden ist. Die Aktoren regen den Schwingdeckel und das Ingot zu Schwingungen an,
während durch das Materiallager nur zulässige Beanspruchungen in den Piezokeramiken
auftreten.
Die spezielle Konstruktion erlaubt es, die Erregereinheit als ein System, das sich im
Wesentlichen aus den Aktoren und dem Schwingdeckel zusammensetzt, zu betrach-
ten. Zunächst wurde das Übertragungsverhalten der piezoelektrischen Stellglieder bei
harmonischer Ansteuerung untersucht. Bekannt ist, dass zwischen den Ein- und Aus-
gangsgrößen hysteretische Zusammenhänge bestehen. Aus den Messergebnissen folgt,
dass die Hystereseeffekte bei niedrigen Frequenzen am stärksten ausgebildet sind und
mit der Amplitude zunehmen. Für die vorliegende dynamische Anwendung wurde das
Hystereseverhalten als gering eingestuft, so dass im weiteren Verlauf der Arbeit mit den
grundharmonischen Anteilen der Ausgangssignale gearbeitet wurde, wobei nur harmo-
nische Erregerspannungen zur Anwendung kamen. Als weitere Nichtlinearität konnte
ein von der Erregeramplitude abhängiges Übertragungsverhalten beobachtet werden.
Aufgrund der Vernachlässigung der Hystereseerscheinungen ist die Modellierung der
Erregereinheit unter Verwendung linearer Einzelmodelle berechtigt. Das Gesamtmodell
besteht aus den Modellen der drei Piezoaktoren sowie aus dem Modell des Schwing-
deckels, der wegen der geringen Auslenkungen ohneWeiteres linear beschreibbar ist. Die
Ankopplung des Deckels an die Aktoren erfolgt über drei Kopfstücksteifigkeiten. Die
Kopfstücke verhindern den Eintrag unzulässiger Biegemomente in den Piezokeramiken.
Die nichtlineare Amplitudenabhängigkeit der Aktoren ist bei harmonischer Erregung
keine Einschränkung in Hinblick auf die Verwendung der linearen Piezomodelle. Es ist
möglich, die Modelle je nach Amplitude anzupassen.
Bei der experimentellen Untersuchung des Übertragungsverhaltens der Erregereinheit
stellte sich heraus, dass das lineare Gesamtmodell nur eingeschränkt gültig ist. Schwie-
rigkeiten bringt dahingehend die Montage der Erregereinheit mit sich. Gravierende
Unzulänglichkeiten weist das Modell bei der Modellierung der Kopfstücksteifigkeiten
auf. Da die Montage nur mit geringem Krafteintrag erfolgen darf, entstehen kleine
Kontaktkräfte zwischen den einzelnen Baugruppen. Die Beschreibung durch lineare
132 8. Zusammenfassung und Ausblick
Federsteifigkeiten erweist sich bei großen Auslenkungen, wie sie in Resonanzbereichen
auftreten, als ungeeignet. Dagegen wird das Systemverhalten im unterkritischen Be-
reich gut approximiert. Um das Modellverhalten auch in höheren Frequenzbereichen
dem Systemverhalten anzugleichen, sollte eine Möglichkeit gefunden werden, größe-
re Kontaktkräfte zu realisieren. Es ist anzunehmen, dass dadurch die Kontaktnicht-
linearitäten an Bedeutung verlieren. Zudem sind bei einer erneuten Montage mit defi-
nierten Verbindungskräften sämtliche Messergebnisse reproduzierbar. Die Maßnahme
ist somit einer Modellierung der Nichtlinearitäten vorzuziehen. Trotz der Unzuläng-
lichkeiten lässt das Modell eine physikalische Interpretation der Messergebnisse zu.
Abschließend konnte mit der Erregereinheit die Schwingungsanregung beim Draht-
sägen getestet werden. Ein positiver Effekt stellt sich dann heraus, wenn sich sowohl
die horizontale Schnittkraft als auch die vertikale Vorschubkraft durch die überlager-
ten Schwingungen verringern. Die Untersuchungen beschränkten sich auf reine Hub-
bewegungen des Ingot, erzeugt durch harmonische Ansteuerspannungen. Es wurde die
Frequenz bei einer gleichbleibenden Auslenkungsamplitude von 5µm variiert. Zudem
sind bei der Frequenz von 450Hz zwei Amplitudenstufen untersucht worden. Für die
gewählten Variationen der Ansteuerparameter ergibt sich, dass eine hohe Amplitude
bei hoher Frequenz ein Absinken der Schnittkraft zur Folge hat. Eine Tendenz für die
Vorschubkraft ist nicht beobachtbar, da die sich ändernden Gewichtskräfte während des
Sägeprozesses hier keine sicheren Aussagen zulassen. Die Schnittkraftabnahme bei den
durchgeführten Versuchen führt zu einer Leistungsersparnis von 2−3%. In dieser Hin-
sicht zeigt die Schwingungsanregung eine positive Wirkung auf den Drahtsägeprozess
zur Herstellung von Siliziumwafern.
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∆ f Frequenzschrittweite, Grundfrequenz [Hz]
∆T Versuchsdauer [h]




Ae Systemmatrix Zustandsraummodell Erregereinheit
Ae i j Untermatrizen von Ae
Ag diagonalisierte Systemmatrix Zustandsraummodell
Ag i j Untermatrizen von Ag
ak k-tes Diagonalelement der Matrix Ag
Ap i Systemmatrix Zustandsraummodell i-ter Aktor
B Systemmatrix Zustandsraummodell
Be Eingangsmatrix/Steuermatrix Zustandsraummodell Erregereinheit
Be i j Untermatrizen von Be
Bg diagonalisierte Systemmatrix Zustandsraummodell
Bg i j Untermatrizen von Bg
bk k-tes Diagonalelement der Matrix Bg
bk i Dämpferkonstante i-tes Kopfstück
Bp i Eingangsmatrix/Steuermatrix Zustandsraummodell i-ter Aktor
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ck k-te generalisierte Steifigkeit [Nm−1]
Ce Ausgangsmatrix/Beobachtungsmatrix Zustandsraummodell Erregerein-
heit
Ce2 Transformationsmatrix zwischen ~ye(t) und ~ye2(t)
Ce i j Untermatrizen von Ce
Ci elektrische Kapazität i-ter Aktor [AsV−1]
ck i Steifigkeit i-tes Kopfstück [Nm−1]
ckα ,ckβ ,ckγ rotatorische Steifigkeiten Kraftmessdose [Nmrad−1]
ckx ,cky ,ckz translatorische Steifigkeiten Kraftmessdose [Nm−1]
Cp i Ausgangsmatrix/Beobachtungsmatrix Zustandsraummodell i-ter Ak-
tor
cp i Steifigkeit i-ter Aktor [Nm−1]
cv i Steifigkeit der Vorspannfeder i-ter Aktor [Nm−1]
D Dämpfungsmatrix
Di Vektor der dielektrischen Verschiebung [Asm−2]
di jk piezoelektrischer Koppeltensor [mV−1], [AsN−1]
Dk Dämpfungsmaß (Lehr) [1]
dk k-te generalisierte Dämpferkonstante [Nsm−1]
De Durchgangsmatrix Zustandsraummodell Erregereinheit
De i j Untermatrizen von De
~dF(t) translatorische Verformung der Kraftmessdose [m]
Dg generalisierte Dämpfungsmatrix, nicht massennormiert
dg i j Element von Dg
Dgs generalisierte Dämpfungsmatrix Schwingdeckel, massennormiert [s−1]
Dk i Dämpfungsmaß i-tes Kopfstück (Lehr) [1]
Dk i Dämpfungsmatrix i-tes Kopfstück [Nsm−1]
Dp i Durchgangsmatrix Zustandsraummodell i-ter Aktor
dp i piezoelektrische Koppelkonstante i-ter Aktor [mV−1], [AsN−1]
Ds Dämpfungsmatrix Schwingdeckel [Nsm−1]
Ei Feldstärkevektor [Vm−1]
Symbolverzeichnis 141
Ekini(t) kinetische Energie Ingot [kgm2 s−2]
E(n) n×n-Einheitsmatrix [1]
ep0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von ep i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [V]
Ep i(jΩ) elektrische Spannung an i-ter Aktorkeramik im Frequenzbereich [Vs]
ep i(t) elektrische Spannung an i-ter Aktorkeramik [V]
f̄ Vielfaches der Grundfrequenz ∆ f [Hz]
f Erregerfrequenz [Hz]
f0k k-te Eigenfrequenz [Hz]




~Fd(t) Kraftwirkung auf das Ingot durch Interaktion mit dem Sägedraht [N]
Fdv Drahtvorspannkraft [N]
Fdx, Fdy, Fdz Kräfte aus Interaktion mit dem Sägedraht, Elemente von ~Fd(t) [N]
~FF(t) Vektor der Federkraft [N]
Ff Vorschubkraft [N]
Fg Gewichtskraft [N]
F ′g Änderung der Gewichtskraft während des Sägeversuchs [Nh
−1]
~Fg Vektor der Gewichtskraft [N]
~Fi(t) Vektor der eingeprägten Kräfte und Zwangskräfte am Ingot [N]
Fkx, Fky, Fkz von der Kraftmessdose gemessene Kräfte [N]
fp0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von fp i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [N]
fp i(t) innere Kraft i-ter Aktor [N]
fu kleinste Frequenz im betrachteten Frequenzintervall [Hz]
Fx, Fy, Fz Kraft in x-, y-, z-Richtung [N]
g Erdbeschleunigung g= 9,81ms−2
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Gip(s) Übertragungsfunktion eines Aktors zwischen Kraft und Strom im La-
placeschen Bildbereich [AN−1]
Giu(s) Übertragungsfunktion eines Aktors zwischen Spannung und Strom im
Laplaceschen Bildbereich [AV−1]
Gp i(s) Übertragungsfunktionsmatrix i-ter Aktor im Laplaceschen Bildbe-
reich
Gv i Verlustleitwert i-ter Aktor [AV−1]
Gxp(s) Übertragungsfunktion eines Aktors zwischen Kraft und Auslenkung im
Laplaceschen Bildbereich [mN−1]
Gxu(s) Übertragungsfunktion eines Aktors zwischen Spannung und Auslen-
kung im Laplaceschen Bildbereich [mV−1]
H(jΩ) Systemübertragungsmatrix im Frequenzbereich
H1(jΩ) untere Näherung für Hi j(jΩ)
H2(jΩ) obere Näherung für Hi j(jΩ)
Hi j(jΩ) Element von H(jΩ)
Hi j,r r-ter Messwert der Funktion Hi j(jΩ)
hi halbe Höhe Ingot [m]
Hip iup i(jΩ) Übertragungsfunktion im Frequenzbereich zwischen up0 i und ip0 i des
i-ten Aktors im Einzelbetrieb [AV−1]
H ipue(jΩ) Übertragungsfunktionsmatrix zwischen ~ue0 und~ip0 im Frequenzbereich
[AV−1]
Hipue i j(jΩ) Element von H ipue(jΩ) [AV
−1]
hk Höhe der Kraftmessdose [m]
HP i i-ter Hilfspunkt
Hqiue(jΩ) Übertragungsfunktionsmatrix zwischen ~ue0 und ~qi0 im Frequenzbereich
Hqiue i j(jΩ) Element von Hqiue(jΩ)
Hup ixp i(jΩ) Übertragungsfunktion im Frequenzbereich zwischen xp0 i und up0 i des
i-ten Aktors im Einzelbetrieb [Vm−1]
Hxp iup i(jΩ) Übertragungsfunktion im Frequenzbereich zwischen up0 i und xp0 i des
i-ten Aktors im Einzelbetrieb [mV−1]
Hxpue(jΩ) Übertragungsfunktionsmatrix zwischen ~ue0 und~xp0 im Frequenzbereich
[mV−1]
Hxpue i j(jΩ) Element von Hxpue(jΩ) [mV
−1]
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Hxsue(jΩ) Übertragungsfunktionsmatrix zwischen ~ue0 und ~xs0 im Frequenzbereich
[mV−1]
Hxsue i j(jΩ) Element von Hxsue(jΩ) [mV
−1]
Hxsxp(jΩ) Übertragungsfunktionsmatrix zwischen ~xp0 und ~xs0 im Frequenzbereich
[1]
Hyeue(jΩ) Übertragungsfunktionsmatrix zwischen ~ue0 und~ye0 im Frequenzbereich
Ii Trägheitstensor Ingot im ingotfesten Koordinatensystem [kgm2]
Iixx, Iiyy, Iizz axiale Trägheitsmomente Ingot, Elemente von Ii [kgm2]
Iixy, Iixz, Iiyz Deviationsmomente Ingot, Elemente von Ii [kgm2]
~ip0 komplexe Amplituden der Aktorströme [A]
ip0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von ip i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [A]
îp i Amplitudenbetrag des Stromes im i-ten Aktor [A]
Ip i(s) Strom im i-ten Aktor im Laplaceschen Bildbereich [As]
ip i(t) Strom im i-ten Aktor [A]
Ip i(r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Ip i(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals ip i(t) [A]
ipe0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von ipe i(t) bei der Er-
regerfrequenz [A]
ipe i(t) elektrisch hervorgerufener Aktorstrom [A]
ipm0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von ipm i(t) bei der Er-
regerfrequenz [A]
ipm i(t) mechanisch hervorgerufener Aktorstrom [A]
ipv i(t) Verluststrom im i-ten Aktor [A]




Kg generalisierte Steifigkeitsmatrix, nicht massennormiert
kg i j Element von Kg
Kgs generalisierte Steifigkeitsmatrix Schwingdeckel, massennormiert [s−2]
Kk diagonale Steifigkeitsmatrix mit Kopfstücksteifigkeiten [Nm−1]
Kk i Steifigkeitsmatrix i-tes Kopfstück [Nm−1]
Kk ip i ,0 Koppelmatrix zwischen~zp i(t) und ~xk i(t) [1]
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Kk ip i ,1 Koppelmatrix zwischen ~̇zp i(t) und ~̇xk i(t) [1]
Kk ip i ,2 Koppelmatrix zwischen ~̈zp i(t) und ~̈xk i(t) [1]
Kk is,0 Koppelmatrix zwischen ~xs(t) und ~xk i(t) [1]
Kk is,1 Koppelmatrix zwischen ~̇xs(t) und ~̇xk i(t) [1]
Kk is,2 Koppelmatrix zwischen ~̈xs(t) und ~̈xk i(t) [1]
kp Preston-Koeffizient [N−1]
Kp ik i Koppelmatrix zwischen ~pk i(t) und ~up i(t) [1]
Kp iu i Koppelmatrix zwischen up i(t) und ~up i(t) [1]
Ks Steifigkeitsmatrix Schwingdeckel [Nm−1]
Ksk i Koppelmatrix zwischen ~pk i(t) und ~ps(t) [1]
L {. . .} Laplace-Transformation
l Länge [m]
~Li(t) Drehimpuls Ingot [Nms]
M Massenmatrix
mFFT Anzahl der FFT-Linien [1]
Mg generalisierte Massenmatrix, nicht massennormiert
mg i j Element von Mg
Mgs generalisierte Massenmatrix Schwingdeckel, massennormiert [1]
Mi Massenmatrix Siliziumblock, Darstellung des Systems in ~xs(t) [kg]
~Mi(t) Vektor der eingeprägten Momente und Zwangsmomente am Ingot [N]
Mi Masse Siliziumblock [kg]
mi i j Elemente von Mi [kg]
Mi2 Massenmatrix Siliziumblock, Darstellung des Systems in ~ys(t)
mi2 i j Elemente von Mi2
mk generalisierte Masse
Mk i Massenmatrix i-tes Kopfstück [kg]
mko i obere Masse i-tes Kopfstück [kg]
mku i untere Masse i-tes Kopfstück [kg]
mme Anzahl der Funktionswerte im berücksichtigten Frequenzintervall [1]
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MP i i-ter Messpunkt
mp i effektive Masse i-ter Aktor [kg]
Ms Massenmatrix Schwingdeckel [kg]
Msi Massenmatrix Schwingdeckel und Siliziumblock (montiert) [kg]
Mx, My, Mz Moment in x-, y-, z-Richtung [Nm]
N z.B. Anzahl mechanischer Freiheitsgrade; Systemordnung [1]
~P(jΩ) Erregerkraftvektor im Frequenzbereich [Ns]
~p(t) Erregerkraftvektor [N]
P′1, P′2, P′3 auf Deckelaußenseite projizierte Punkte P1, P2, P3
P1, P2, P3 Kontaktpunkte der Aktoren bzw. Kopfstücke am Schwingdeckel
Pj(jΩ) j-te Erregerkraft im Frequenzbereich [N]
p j(t) j-te Erregerkraft bzw. Koordinate von ~p(t) [N]
Pc mechanische Schnittleistung [Js−1]
Pe(s) Rosenbrock-Systemmatrix des Gesamtmodells der Erregereinheit
~Pg(jΩ) generalisierte Erregerkräfte des auf Hauptkoordinaten transformierten
Systems im Frequenzbereich [Ns]
~pg(t) generalisierte Erregerkräfte des auf Hauptkoordinaten transformierten
Systems [N]
~pi(t) Impulsvektor Ingot [Ns]
~pk i(t) Kraftvektor i-tes Kopfstück [N]
Pnp(s) Nennerpolynom von Gxu(s), Gxp(s), Giu(s), Gip(s) [Nm−1]
pp0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von pp i(t) bei der Er-
regerfrequenz [N]
Pp i(s) Kraft am i-ten Aktor im Laplaceschen Bildbereich [Ns]
pp i(t) Kraft am i-ten Aktor [N]
~ps(t) Kraftvektor Schwingdeckelmodell [N]
ps i(t) i-te Kraft Schwingdeckelmodell [N]
Pzip(s) Zählerpolynom von Gip(s) [Am−1]
Pziu(s) Zählerpolynom von Giu(s) [AV−1Nm−1]
Pzxp(s) Zählerpolynom von Gxp(s) [1]
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Pzxu(s) Zählerpolynom von Gxu(s) [NV−1]
~Q(jΩ) Hauptkoordinaten Modalanalyse im Frequenzbereich
~q(t) Hauptkoordinaten Modalanalyse
~qe(t) kanonische Zustandsgrößen des Modells der Erregereinheit
~qeb(t) beobachtbare kanonische Zustandsgrößen des Modells der Erregerein-
heit
~qenb(t) nicht beobachtbare kanonische Zustandsgrößen des Modells der Erre-
gereinheit
~qi0 komplexe Amplituden der generalisierten Koordinaten Ingot
~qi(t) generalisierte Koordinaten Ingot
qk(t) k-te Hauptkoordinate
qp i(t) Ladungsverschiebung am i-ten Aktor [As]
qpe i(t) elektrisch hervorgerufene Ladungsverschiebung am i-ten Aktor [As]
qpm i(t) mechanisch hervorgerufene Ladungsverschiebung am i-ten Aktor [As]
~qs(t) Hauptkoordinaten des Schwingdeckelmodells
~Qz(jΩ) Hauptkoordinaten des Systems im Zustandsraum im Frequenzbereich
~qz(t) Hauptkoordinaten des Systems im Zustandsraum
~qzo(t) oberer Teilvektor von ~qz(t)
qzok(t) k-te Koordinate von ~qzo(t)
~qzu(t) unterer Teilvektor von ~qz(t)
qzuk(t) k-te Koordinate von ~qzu(t)
r1, r2, r3 Abstände zur Positionsangabe von P1, P2, P3 [m]
Ri jk komplexes Residuum [skg−1]
~rF(t) Vektor zum Federkraftangriffspunkt (Kraftmessdose) [m]
RiL i Vorwiderstand i-ter Aktor, Strommesswiderstand und Leitungswider-
stand zusammengefasst [Ω]
0IRkard(t) Kardan-Rotationsmatrix für Transformation zwischen ingotfesten Ko-
ordinatensystem und Inertialsystem [1]
0SRkard(t) Kardan-Rotationsmatrix für Transformation zwischen schwingdeckel-
festen Koordinatensystem und Inertialsystem [1]
RIRkard(t) Kardan-Rotationsmatrix für Transformation zwischen ingotfesten Ko-
ordinatensystem und Referenzsystem [1]
Symbolverzeichnis 147
Ro i j Restparameter oberhalb des betrachteten Frequenzbandes [mN−1]
~rp0 i Ortsvektor zum Punkt MP i bzw. Pi in Inertialposition [m]
~rp i(t) Ortsvektor zum Punkt MP i, HP i bzw. Pi [m]
~rSI(t) Ortsvektor zwischen schwingdeckel- und ingotfestem Koordinatensys-
tem [m]
rSIx, rSIy, rSIz Koordinaten des Vektors ~rSI [m]
Ru ohmscher Widerstand zur Spannungsmessung [Ω]
Ro i j Restparameter unterhalb des betrachteten Frequenzbandes [kg]
Rv i Verlustwiderstand i-ter Aktor [Ω]
rx i, ry i, rz i körperfeste Koordinaten des Vektors ~rp i(t) [m]
s Bildvariable im Laplaceschen Bildbereich [s−1]
Si j Verzerrungstensor [1]
si jkl Nachgiebigkeitstensor [m2N]
Sas,e Ausgangssteuerbarkeitsmatrix des Modells der Erregereinheit
S′as,e Untermatrix von Sas,e
Sas,p Ausgangssteuerbarkeitsmatrix eines Aktormodells
Sb Beobachtbarkeitsmatrix
Sppk(Ω) Autoleistungsspektrum der Kraft aus k-ter Einzelmessung [N
2 s2]
Spxk(Ω) Kreuzleistungsspektrum Kraft/Auslenkung aus k-ter Einzelmessung
[Nms2]
Ss Steuerbarkeitsmatrix
Sxpk(Ω) Kreuzleistungsspektrum Auslenkung/Kraft aus k-ter Einzelmessung
[Nms2]
Sxxk(Ω) Autoleistungsspektrum der Auslenkung aus k-ter Einzelmessung [m
2 s2]
T Periodendauer, Messzeit, Zeitfenster Mustersignal [s]
t Zeit [s]
Ti j Cauchyscher Spannungstensor [Nm−2]
te Zeitpunkt am Ende eines Intervalls [s]
tpre Pretrigger-Zeit [s]
T xsys Transformationsmatrix, Umrechnung von ~ys auf ~xs
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T xxs Transformationsmatrix, Umrechnung von ~xs auf ~x [1]
T xys Transformationsmatrix, Umrechnung von ~ys auf ~x
T ysxs Transformationsmatrix, Umrechnung von ~xs auf ~ys
Ui jk Realteil des komplexen Residuums Ri jk [skg−1]
~ue(t) Eingangsvektor des Zustandsraummodells der Erregereinheit [V]
~ue0 komplexe Amplituden des harmonischen Anteils von ~ue(t) bei der Er-
regerfrequenz [V]
~Ue(s) Eingangsvektor des Zustandsraummodells der Erregereinheit im La-
placeschen Bildbereich [Vs]
umw i Mittelwert der Spannung am i-ten Aktor [V]
up0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von up i(t) bei der Er-
regerfrequenz [V]
ûp i Amplitudenbetrag der Spannung am i-ten Aktor [V]
~Up i(s) Eingangsvektor i-ter Aktor im Laplaceschen Bildbereich
~up i(t) Eingangsvektor i-ter Aktor
Up i(s) Spannung am i-ten Aktor im Laplaceschen Bildbereich [Vs]
up i(t) Spannung am i-ten Aktor [V]
Up i(r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Up i(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals up i(t) [V]




vi j Element der Modalmatrix V [1]
vc Schnittgeschwindigkeit bzw. Drahtgeschwindigkeit [ms−1]
Ve Modalmatrix des Zustandsraummodells der Erregereinheit [1]
vf Vorschubgeschwindigkeit [mmmin−1]
~vi Geschwindigkeitsvektor Ingot [ms−1]
~̄vk k-ter massennormierter Eigenvektor [kg−
1
2 ]
~vk k-ter Eigenvektor [1]
vp0 i komplexe Amplitude des harmonischen Geschwindigkeitsanteils bei der
Erregerfrequenz, i-ter Aktor [ms−1]




v̄s ik Element der Modalmatrix V̄s [kg−
1
2 ]
~̄vsk k-ter massennormierter Eigenvektor des Schwingdeckelmodells [kg−
1
2 ]
Vz Modalmatrix des Systems im Zustandsraum [1]
~vzk k-ter Eigenvektor des Systems im Zustandsraum [1]
~W (jΩ) Lastvektor des allgemeinen Zustandsraummodells im Frequenzbereich
[Ns]
~w(t) Lastvektor des allgemeinen Zustandsraummodells [N]
Wi jk Imaginärteil des komplexen Residuums Ri jk [skg−1]
w̄p(t) Fensterfunktion für Kraftsignal [1]
wp(t) Bewertungsfunktion von w̄p(t) [1]
w̄x(t) Fensterfunktion für Auslenkungssignal [1]
wx(t) Bewertungsfunktion von w̄x(t) [1]
~X(jΩ) Beweglichkeitskoordinaten im Frequenzbereich ~x(t) [ms]
~x(t) Beweglichkeitskoordinaten [m]
x0, y0, z0 Achsrichtungen des Inertialsystems, fest relativ zur Vorschubachse
Xi(jΩ) i-te Beweglichkeitskoordinate im Frequenzbereich
xi(t) i-te Beweglichkeitskoordinate
x̂i Amplitudenbetrag von xi(t) [m]
~xi(t) Vektor der translatorischen Freiheitsgrade Ingot [m]
xi(t) Translation des Ingot in x0-Richtung
xi0 komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von xi(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
Xi (r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Xi(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals xi(t) [m]
xI, yI, zI Achsrichtungen des körperfesten Koordinatensystems des Ingot
xk(t) Verformung der Kraftmessdose in xS-Richtung [m]
~xk i(t) Auslenkungsvektor i-tes Kopfstück [m]
xMP0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von xMP i(t) bei der Er-
regerfrequenz [m]
~xMP i(t) Verschiebung des i-ten Messpunktes [m]
xMP i(t) Verschiebung des i-ten Messpunktes in x0-Richtung [m]
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~xp(t) Vektor der Aktorauslenkungen [m]
~xp0 komplexe Amplituden des harmonischen Anteils von ~xp(t) bei der Er-
regerfrequenz [m]
xp0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von xp i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
xp0 j,r komplexe Amplitude der r-ten Messung des Signals xp j(t) [m]
x̂p i Amplitudenbetrag der Auslenkung am i-ten Aktor [m]
x̂s i Amplitudenbetrag der Auslenkung des Schwingdeckels an i-ter Position
[m]
~xp i(t) Verschiebung des i-ten Punktes [m]
Xp i(s) Auslenkung des i-ten Aktors im Laplaceschen Bildbereich [ms]
xp i(t) Auslenkung des i-ten Aktors [m]
X̄p i(r) r-ter komplexer Fourier-Koeffizient des Signals xp i(t) [m]
Xp i(r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Xp i(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals xp i(t) [m]
xpe i(t) elektrisch hervorgerufene Auslenkung des i-ten Aktors [m]
xpm i(t) mechanisch hervorgerufene Auslenkung des i-ten Aktors [m]
xR, yR, zR Achsrichtungen des Referenzsystems, fest relativ zur Vorschubachse
~xs(t) Auslenkungen des Schwingdeckelmodells [m]
~xs0 komplexe Amplituden des harmonischen Anteils von ~xs(t) bei der Er-
regerfrequenz [m]
xs0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von xs i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
xs0 i,r komplexe Amplitude der r-ten Messung des Signals xs i(t) [m]
xs i(t) Auslenkung des Schwingdeckels an i-ter Aktorposition [m]
xS, yS, zS Achsrichtungen des körperfesten Koordinatensystems des Schwingde-
ckels
xv(t) vertikale Auslenkung des Schwingdeckels [m]
xv i(t) vertikale Auslenkung des i-ten Messpunktes [m]
~ye(t) Ausgangsvektor des Zustandsraummodells der Erregereinheit mit ~xs(t)
~ye0 komplexe Amplituden des harmonischen Anteils von ~ye(t) bei der Er-
regerfrequenz
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~ye2(t) Ausgangsvektor des Zustandsraummodells der Erregereinheit mit ~ys(t)
~Ye(s) Ausgangsvektor des Zustandsraummodells der Erregereinheit im La-
placeschen Bildbereich
~yea Anfangswerte der Ausgangsgrößen der Erregereinheit
ŷi Amplitudenbetrag von yi(t) [m]
yi(t) Translation des Ingot in y0-Richtung
yi0 komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von yi(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
Yi (r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Yi(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals yi(t) [m]
yk(t) Verformung der Kraftmessdose in yS-Richtung [m]
yMP0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von yMP i(t) bei der Er-
regerfrequenz [m]
yMP i(t) Verschiebung des i-ten Messpunktes in y0-Richtung [m]
~Yp i(s) Ausgangsvektor i-ter Aktor im Laplaceschen Bildbereich
~ys(t) Ausgangsvektor des Schwingdeckels mit xv(t), αs(t), βs(t)
~Z(jΩ) Zustandsvektor im Frequenzbereich
~z(t) Zustandsvektor
zap(t) erste Zustandsvariable eines Aktors
Zap(s) erste Zustandsvariable eines Aktors im Laplaceschen Bildbereich
zbp(t) zweite Zustandsvariable eines Aktors
Zbp(s) zweite Zustandsvariable eines Aktors im Laplaceschen Bildbereich
zcp(t) dritte Zustandsvariable eines Aktors
Zcp(s) dritte Zustandsvariable eines Aktors im Laplaceschen Bildbereich
zdp(t) vierte Zustandsvariable eines Aktors
Zdp(s) vierte Zustandsvariable eines Aktors im Laplaceschen Bildbereich
~ze(t) Zustandsvektor Zustandsraummodell Erregereinheit
~Ze(s) Zustandsvektor des Zustandsraummodells der Erregereinheit im La-
placeschen Bildbereich
~zea Anfangszustand Zustandsraummodell Erregereinheit
~zer(t) Ruhelage Zustandsraummodell Erregereinheit
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ẑi Amplitudenbetrag von zi(t) [m]
zi(t) Translation des Ingot in z0-Richtung
zi0 komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von zi(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
Zi (r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Zi(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals zi(t) [m]
zk(t) Verformung der Kraftmessdose in zS-Richtung [m]
zMP0 i komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von zMP i(t) bei der Er-
regerfrequenz [m]
zMP i(t) Verschiebung des i-ten Messpunktes in z0-Richtung [m]
~zp i(t) Zustandsvektor i-ter Aktor
Griechische Symbole
α1 Faktor für massenproportionale Dämpfung [s−1]
α2 Faktor für steifigkeitsproportionale Dämpfung [s]
α20 Faktor für frequenzabhängige steifigkeitsproportionale Dämpfung [1]
α i(t) konsekutive Drehung des Ingot um x-Achse (xyz-Kardan-Winkel) [rad]
α̂ i Amplitudenbetrag von α i(t) [rad]
α i0 komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von α i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
Ai (r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Ai(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals α i(t) [rad]
αk(t) Verdrehung der Kraftmessdose um x-Achse [rad]
αs(t) konsekutive Drehung des Schwingdeckels um x-Achse (xyz-Kardan-
Winkel) [rad]
β i(t) konsekutive Drehung des Ingot um y-Achse (xyz-Kardan-Winkel) [rad]
β̂ i Amplitudenbetrag von β i(t) [rad]
β i0 komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von β i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
Bi (r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Bi(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals β i(t) [rad]
Symbolverzeichnis 153
βk(t) Verdrehung der Kraftmessdose um y-Achse [rad]
βs(t) konsekutive Drehung des Schwingdeckels um y-Achse (xyz-Kardan-
Winkel) [rad]
γ(jΩ) Kohärenzfunktion [1]
γ i(t) konsekutive Drehung des Ingot um z-Achse (xyz-Kardan-Winkel) [rad]
γ̂ i Amplitudenbetrag von γ i(t) [rad]
γ i0 komplexe Amplitude des harmonischen Anteils von γ i(t) bei der Erre-
gerfrequenz [m]
Γi (r) r-ter Spektralwert im diskreten Spektrum Γi(r ·∆ f ) des abgetasteten
Signals γ i(t) [rad]
γk(t) Verdrehung der Kraftmessdose um z-Achse [rad]
δ(. . .) virtuelle Verrückung
δ̄k k-te Abklingkonstante des gefensterten Signals [s−1]
δk k-te Abklingkonstante [s−1]
δ̄k start Startwert der Optimierung von δ̄k (k = 1,2,3) [s−1]
δw Abklingkonstante des exponentiellen Fensters [s−1]
εup i Nullphasenwinkel von up i(t), wenn harmonisch [rad]
εxp i Nullphasenwinkel von xp i(t), wenn harmonisch [rad]
κi j Tensor der dielektrischen Leitfähigkeiten [AsV−1m−1]
Λ Diagonalmatrix mit Eigenwerten λk [s−1]
λk k-ter Eigenwert [s−1]
Λe Diagonalmatrix mit Eigenwerten λe i [s−1]
λe i i-ter Eigenwert Modell Erregereinheit [s−1]
Λeb Diagonalmatrix mit beobachtbaren Eigenwerten λe i [s−1]
Λenb Diagonalmatrix mit nicht beobachtbaren Eigenwerten λe i [s−1]
Λg Diagonalmatrix, bestehend aus den Diagonalmatrizen Λ und Λ∗ [s−1]
λk i i-ter Eigenwert Kopfstückmodell [s−1]
ϕ ip iup i Phasenverschiebung von ip i(t) bzgl. up i(t) [rad]
ϕup ixp i Phasenverschiebung von up i(t) bzgl. xp i(t) [rad]
ϕxp iup i Phasenverschiebung von xp i(t) bzgl. up i(t) [rad]
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ϕxs iup i Phasenverschiebung von xs i(t) bzgl. up i(t) [rad]
Ω Erregerkreisfrequenz [s−1]
ω0k k-te ungedämpfte Eigenkreisfrequenz [s−1]
ωdk start Startwert der Optimierung von ωdk (k = 1,2,3) [s−1]
ωdk k-te gedämpfte Eigenkreisfrequenz [s−1]
~ω i Winkelgeschwindigkeitsvektor des Ingot [rads−1]
ω ix, ω iy, ω iz Koordinaten des Winkelgeschwindigkeitsvektors ~ω i(t) [rads−1]
Ωli, Ωre linke und rechte Kreisfrequenz der 3dB-Resonanzbreite [s−1]
Ωmax Kreisfrequenz des Betragsmaximums in der 3dB-Resonanzbreite [s−1]
Abkürzungen
det(. . .) Determinante einer Matrix





ℑ{. . .} Imaginärteil
PI Physik Instrumente
ℜ{. . .} Realteil
Ref Referenz
rg(. . .) Rang einer Matrix
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A.1. Übertragungsfunktionen der Piezoaktoren
Die Übertragungsfunktionen Gxu(s), Gxp(s), Giu(s) und Gip(s) sind die Elemente der





Pzxu(s) = cp dp (A.2)
Pnp(s) = mp RiL
(
C− cp d 2p
)
s3 +mp (1+Gv RiL) s2 +
RiL
[(











C− cp d 2p
)
s+(1+Gv RiL) (A.5)
Pnp(s) = mp RiL
(
C− cp d 2p
)
s3 +mp (1+Gv RiL) s2 +
RiL
[(











C− cp d 2p
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s3 +mp Gv s2 +[(




s+Gv (cp+ cv) (A.8)
Pnp(s) = mp RiL
(
C− cp d 2p
)
s3 +mp (1+Gv RiL) s2 +
RiL
[(




s+(cp+ cv) (1+Gv RiL) (A.9)





Pzip(s) = cp dp s (A.11)
Pnp(s) = mp RiL
(
C− cp d 2p
)
s3 +mp (1+Gv RiL) s2 +
RiL
[(




s+(cp+ cv) (1+Gv RiL) (A.12)
A.2. Zustandsraummodell der Piezoaktoren
Angegeben werden die Systemmatrix Ap i, die Steuermatrix Bp i, die Beobachtungs-
matrix Cp i und die Durchgangsmatrix Dp i des Zustandsraummodells (5.1), (5.2) auf
Seite 57. Der Index i = 1,2,3 steht für die einzelnen Aktoren.
Ap i =

0 1 0 0
−cp i+cv imp i 0






p i RiL i
mp i
0 0 − 1+Gv i RiL i
(Ci−cp i d 2p i)RiL i
0
0 1
(Ci−cp i d 2p i)RiL i
0 − 1+Gv i RiL i














1 0 0 0
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A.3. Zustandsraummodell der
Schwingungserregereinheit
Die Erarbeitung des Zustandsraummodells erfolgt im Abschnitt 5.3. Die Erweiterung
aufgrund der Masseneigenschaften des Siliziumblockes wird im Abschnitt 5.4 beschrie-
ben.
Die Systemmatrix Ae der Zustandsdifferentialgleichung (5.43) auf Seite 65 kann in
folgender Notation angegeben werden:
Ae =

Ae11 0(4×4) 0(4×4) Ae14 Ae15
0(4×4) Ae22 0(4×4) Ae24 Ae25
0(4×4) 0(4×4) Ae33 Ae34 Ae35
0(3×4) 0(3×4) 0(3×4) 0(3×3) E(3)
Ae51 Ae52 Ae53 Ae54 Ae55
 (A.17)
• 4×4 Matrizen Ae11, Ae22, Ae33 für i = 1,2,3:
Ae ii =

0 1 0 0
−cp i+cv i+ck imp i+mku i −
bk i
mp i+mku i






p i RiL i
mp i+mku i
0 0 − 1+Gv i RiL i
(Ci−cp i d 2p i)RiL i
0
0 1
(Ci−cp i d 2p i)RiL i
0 − 1+Gv i RiL i
(Ci−cp i d 2p i)RiL i

(A.18)













































• 3×4 Matrizen Ae51, Ae52, Ae53 mit Msi =Ms +Mi (Mi - Massenmatrix Ingot):
Ae51 =
Msi +




−1  ck1 bk1 0 00 0 0 0








−1  0 0 0 0ck2 bk2 0 0








−1  0 0 0 00 0 0 0
ck3 bk3 0 0
 (A.24)
• 3×3 Matrizen Ae54, Ae55 mit Msi = Ms +Mi (Mi - Massenmatrix Ingot):
Ae54 =
Msi +
























Die Eingangsmatrix Be der Zustandsdifferentialgleichung (5.43) auf Seite 65 kann in
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(Ci−cp i d 2p i)RiL i
0
 (A.28)
Die Beobachtungsmatrix Ce der Beobachtungsgleichung (5.44) auf Seite 65 kann in
folgender Notation angegeben werden:
Ce =

Ce11 0(2×4) 0(2×4) 0(2×3) 0(2×3)
0(2×4) Ce22 0(2×4) 0(2×3) 0(2×3)
0(2×4) 0(2×4) Ce33 0(2×3) 0(2×3)
0(3×4) 0(3×4) 0(3×4) E(3) 0(3×3)
 (A.29)
• 2×4 Matrizen Ce11, Ce22, Ce33 für i = 1,2,3 (Cp i nach Gleichung (A.15)):
Ce ii = Cp i =
[
1 0 0 0
0 0 − 1RiL i cp i dp i
]
. (A.30)
Die Durchgangsmatrix De der Beobachtungsgleichung (5.44) auf Seite 65 kann in fol-
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A.4. Massenmatrix des Siliziumblockes
Die Elemente der symmetrischen Massenmatrix Mi sind mi i j für i, j = 1,2,3 und lassen
sich aus den Massenparametern Mi, Iixx, Iiyy, (Iizz), Iixy, (Iixz), (Iiyz), rSIx, rSIy und rSIz
wie folgt berechnen. Die eingeklammerten Werte gehen nicht in die Berechnung der
Massenmatrix Mi ein. Die Größen r1 und r2 sind Abstandsparameter des Schwing-
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A.5. Vereinfachtes Zustandsraummodell der
Piezoaktoren
Angegeben werden die Systemmatrix Ap i, die Steuermatrix Bp i, die Beobachtungs-
matrix Cp i und die Durchgangsmatrix Dp i des Zustandsraummodells (5.1), (5.2) auf





[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i
0
0 − cp i+cv i
[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i
 (A.39)
Bp i =
 1[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i 0
0 1
[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i
 (A.40)
Cp i =




(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i
−cp i+cv iRiL i −
cp i dp i (cp i+cv i)




Ci−cp i d 2p i
(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i
1
RiL i
cp i dp i
[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i
 (A.42)
A.6. Vereinfachtes Zustandsraummodell der
Schwingungserregereinheit
Unter der Annahme, die Parameter mp i , Gv i , mku i , mko i , bku i (i = 1,2,3) vernach-
lässigen zu können, ergibt sich das folgende Gesamtmodell im Zustandsraum für die
Schwingungserregereinheit. Die Erweiterungen aufgrund der Masseneigenschaften des
Siliziumblockes gelten ohne Einschränkung.
Die Systemmatrix Ae der Zustandsdifferentialgleichung (5.43) auf Seite 65 kann in
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folgender Notation angegeben werden:
Ae =

Ae11 0(2×2) 0(2×2) Ae14 0(2×3)
0(2×2) Ae22 0(2×2) Ae24 0(2×3)
0(2×2) 0(2×2) Ae33 Ae34 0(2×3)
0(3×2) 0(3×2) 0(3×2) 0(3×3) E(3)
Ae51 Ae52 Ae53 Ae54 Ae55
 (A.43)




[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i
0
− cp i ck i dp i
[(Ci−cp i d 2p i)(cv i+ck i)+Ci cp i]RiL i
− cp i+cv i+ck i
[(Ci−cp i d 2p i)(cv i+ck i)+Ci cp i]RiL i
 (A.44)
• 2×3 Matrizen Ae14, Ae24, Ae34:
Ae14 =



























• 3×2 Matrizen Ae51, Ae52, Ae53 mit Msi =Ms +Mi (Mi - Massenmatrix Ingot):
Ae51 = M−1si

































































Ae55 = −M−1si Ds (A.52)
Die Eingangsmatrix Be der Zustandsdifferentialgleichung (5.43) auf Seite 65 kann in









• 2×1 Matrizen Be11, Be22, Be33 für i = 1,2,3:
Be ii =
 1[(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]RiL i
0
 (A.54)
Die Beobachtungsmatrix Ce der Beobachtungsgleichung (5.44) auf Seite 65 kann in
folgender Notation angegeben werden:
Ce =

Ce11 0(2×2) 0(2×2) Ce14 0(2×3)
0(2×2) Ce22 0(2×2) Ce24 0(2×3)
0(2×2) 0(2×2) Ce33 Ce34 0(2×3)
0(3×2) 0(3×2) 0(3×2) E(3) 0(3×3)
 (A.55)
• 2×2 Matrizen Ce11, Ce22, Ce33 für i = 1,2,3:
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Ce ii =

cp i dp i [(Ci−cp i d 2p i)cv i+Ci cp i]




(Ci−cp i d 2p i)(cv i+ck i)+Ci cp i
−(cp i+cv i+ck i)[(Ci−cp i d
2
p i)cv i+Ci cp i]
[(Ci−cp i d 2p i)(cv i+ck i)+Ci cp i]RiL i
− cp i dp i (cp i+cv i+ck i)
[(Ci−cp i d 2p i)(cv i+ck i)+Ci cp i]RiL i
 (A.56)
• 2×3 Matrizen Ce14, Ce24, Ce34:
Ce14 =










































Die Durchgangsmatrix De der Beobachtungsgleichung (5.44) auf Seite 65 kann in fol-

















B. Versuchsergebnisse an der
Drahtsäge
B.1. Amplituden des Ingot bei den
Erregerfrequenzen
Dargestellt sind die Amplitudenbeträge ŷi, α̂ i, β̂ i und γ̂ i als Ergebnis der Steuerungs-






























aus Messdaten berechnete Amplituden ŷi
bei vc = 0m/s gemessene Amplituden ŷi
bei vc = 15m/s gemessene Amplituden ŷi
Abb. B.1.: Amplitudenbetrag ŷi des Ingot bei Ansteuerung in den verschiedenen Betriebsarten – Vergleich
der aus den Messdaten berechneten Amplituden mit den im Stillstand der Drahtsäge und den bei einer Draht-

































aus Messdaten berechnete Amplituden α̂ i
bei vD = 0m/s gemessene Amplituden α̂ i
bei vD = 15m/s gemessene Amplituden α̂ i
Abb. B.2.: Amplitudenbetrag α̂ i des Ingot bei Ansteuerung in den verschiedenen Betriebsarten – Vergleich
der aus den Messdaten berechneten Amplituden mit den im Stillstand der Drahtsäge und den bei einer Draht-
geschwindigkeit von vD = 15m/s gemessenen Amplituden; Sollamplitude α̂i = 0

































aus Messdaten berechnete Amplituden β̂ i
bei vD = 0m/s gemessene Amplituden β̂ i
bei vD = 15m/s gemessene Amplituden β̂ i
Abb. B.3.: Amplitudenbetrag β̂ i des Ingot bei Ansteuerung in den verschiedenen Betriebsarten – Vergleich
der aus den Messdaten berechneten Amplituden mit den im Stillstand der Drahtsäge und den bei einer Draht-

































aus Messdaten berechnete Amplituden γ̂ i
bei vD = 0m/s gemessene Amplituden γ̂ i
bei vD = 15m/s gemessene Amplituden γ̂ i
Abb. B.4.: Amplitudenbetrag γ̂ i des Ingot bei Ansteuerung in den verschiedenen Betriebsarten – Vergleich
der aus den Messdaten berechneten Amplituden mit den im Stillstand der Drahtsäge und den bei einer Draht-
geschwindigkeit von vD = 15m/s gemessenen Amplituden; Sollamplitude γ̂i = 0
B.2. Spektren der Ingotkoordinaten bei laufender
Drahtsäge
Dargestellt sind die diskreten Spektren der abgetasteten Zeitverläufe yi(t), zi(t), α i(t),
β i(t) und γ i(t) bei laufender Drahtsäge (vD = 15m/s).
f̄ = r ·∆ f in Hz
0 50 100 150








Abb. B.5.: Diskretes Amplitudenspektrum Yi (r) bei einer Drahtgeschwindigkeit vD = 15m/s ohne Ansteue-
rung der Schwingungserregereinheit
B.2. Spektren der Ingotkoordinaten bei laufender Drahtsäge 173
f̄ = r ·∆ f in Hz
0 50 100 150








Abb. B.6.: Diskretes Amplitudenspektrum Zi (r) bei einer Drahtgeschwindigkeit vD = 15m/s ohne Ansteue-
rung der Schwingungserregereinheit
f̄ = r ·∆ f in Hz
0 50 100 150










Abb. B.7.: Diskretes Amplitudenspektrum Ai (r) bei einer Drahtgeschwindigkeit vD = 15m/s ohne Ansteue-
rung der Schwingungserregereinheit
f̄ = r ·∆ f in Hz
0 50 100 150












Abb. B.8.: Diskretes Amplitudenspektrum Bi (r) bei einer Drahtgeschwindigkeit vD = 15m/s ohne Ansteue-
rung der Schwingungserregereinheit
f̄ = r ·∆ f in Hz
0 50 100 150











Abb. B.9.: Diskretes Amplitudenspektrum Γi (r) bei einer Drahtgeschwindigkeit vD = 15m/s ohne Ansteue-
rung der Schwingungserregereinheit
